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में बहुत उपयोगी हो सकता है। 
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किया और इसका नाम सरल बेसल बहुपद (87७ 8655० 9०५० गांध$) दिया एवं निम्न प्रकार 
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उन्होंने इन बहुपदों को गोलीय निर्देशांक में तरंग समीकरण (५४३४७ 6वृषक्षांणा॥ 59॥6॥09 (००46०) 
के हल के संबंध में परिभाषित किया। ये बहुपद निम्न अवकलन समीकरण के बहुपद हल हैं : 
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लेखक?! ने द्विवरीय, तीन चरीय एवं बहुचरीय बेसल बहुपद को पारिभाषित किया एवं 
इनके गुणधर्म का अध्ययन किया। इसके अनेकों समाकल (कन्टूर समाकल भी), एक एवं द्वि 
जनक-फलन, प्रसार, पुनरावृत्ति संबंधों (६०४४॥०० ०४४०॥$)को निकाल कर सिद्ध किया। 
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सूत्र (2.) की उपपत्ति : वाम पक्ष में बहुपदी प्रमेय (7रपायाणा॥ 600॥) 
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(2.3) 
का प्रैयोग कर, श्रेणी एवं समाकल का क्रम परिवर्तित करने पर (जो कि वैध है) हमें निम्न संबंध प्राप्त होता 
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(2.4) 

आन्तरिक समाकलों का मान गामा फलन के समाकल [4, 9.9] से ज्ञात कर रखने पर और अन्त में 

बहुचरीय बेसल बहुपद की परिभाषा (.2) का प्रयोग करने पर हमें वांछित सूत्र (2.) प्राप्त होता है। 
सूत्र (2.2) की उपपत्ति : वाम पक्ष में बहुचरीय बेसल बहुपद्‌ की परिभाषा (.2) का प्रयोग 


कर, श्रेणी एवं समाकल का क्रम परिवर्तित करने पर (जो कि बैध है) हमें निम्नलिखित संबंध प्राप्त 
होता है 
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४ 40 ०४४ 5 / 49 सीमा 6 : 0:> |6 5 |, 2, ..., /) प्रतिस्थापित करने पर एवं आन्तरिक 
समाकलों को बीटा फलन के समाकल [2, ०१(१), 9.8] से ज्ञात कर और अन्त में फिर से बहुचरीय बेसल 
बहुपद की परिभाषा (.2) का प्रयोग करने पर वांछित सूत्र (2.2) प्राप्त होता है। 

इसी प्रकार सूत्र (2.3) से (2.0) को सहजता से प्राप्त किया जा सकता. है। 


सूत्र (2.) की उपपत्ति : वाम पक्ष में बहुपदी प्रमेय (2.3) का प्रयोग कर, श्रेणी एवं समाकल 
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का क्रम परिवर्तित करने पर (जो कि वैध है) हमें निम्न संबंध प्राप्त होता है : 
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से ज्ञात कर और अन्त में बहुचरीय बेसल बहुपद की परिभाषा (.2) का अनुप्रयोग करने पर हमें वांछित 


सूत्र प्राप्त होता है। 
. इसी प्रकार सूत्र (2.2) को भी सिद्ध किया जा सकता है। केवल (2.!) में आन्तरिक समाकलों 
का मान ज्ञात समाकल (2.7) के स्थान पर ज्ञात समाकल [8, ०१ (2), 9. 3], अर्थात्‌ 
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: 3. जनक फलन ५ 


बहुचरीय बेसल बहुपद के अनेक एकीय एवं बहु जिसमें विभिन्न बहुपद जेसे बेसल फलन 
लेजेन्ड्रे, लॉगरे, गेगनबर बहुपद्‌ एक चरीय एवं बहुचरी निहित है, का प्रतिपादन इस अनुभ्नाग में 
किया जायेगा जो निम्न प्रकार है 


बहुचरीय बेसल बहुपद 07 


०8 कक / जब 2 का अंक ८ 
6४0० (0) । | - गठा ६७७. ॥ +* हज (3.) 


९४% न व ] +- 2५, [ कक निकल ] 
3 व तप] ० 20. - 25] 7 4 ]+ ४] - खा: 


8 था । “[-:०., 
|| मनन का रब नी री मअमलज जिल 0 « “ नीज पक मल ल लक 
कर की आ  202 कि हि तु, 


व अल मिस 6 लक 
>[+श->कः । है ।+ पी-& 


मी 283 हल है हा _<»&-_-/ है आज 
] न्न्प पचझख़ि़़यय,ेररशलख्, ओ स्‍्््स््य्सस्स््स््ट 222 तान_न ्यकान्न लक 45 नकल कप 
]+ भी - 2५ / - 20, ] + ४ - 20,/ 


[ ८१ +। कक 
८ । डर पा (3.4) 


08 एच. एस. पी. श्रीवास्तव 


ते यश (6 -#|+ :--* 2 “27, ) रे हु 
7, | #,.., ..../४ /2 
४. 50 ] । रि 
| 
न 65% | + 2 [+- 
ओ । 
है ( 2 + हे 
- [-०0०. 
| रो _०-[_ | 2+-। ॥ 
« | - प्रा (3.5) 
2 + जे 
श्र /-/7 ) 
रा (७ हु हर 
न $ » में 
( |) 222325.॥0 | 2 
(८0 || /) 


८0 | ? 
| के "0, ::-* ०, ) ख] हे 
- (][+3) 0 अल [4 ए' ४23 *- «3 हैं, (3.7) 
०0 74 2 
(-2)_ शिया 2) (० दा ॥7 न ) 
हा हा / हा न 


छः ०0 
>< | हज (7 -समाकल) हा | [हा ु का या कल] 
0 0 





| जे] व] डे ४. | 
दि रन ठ अल कह जा त ब्फन्प् -.--+ ४४ | 


* ०४0 । 2 ४8०, ) बंप." बंध 3.8) 


बहुचरीय बेसल बहुपद 


०० 4 टू 
(-9)_ («की हो 5-२ ७ ०) हे 
है  ! , ८ | | हे 3 
(८0 | 2 
छ् + 
हा [ [+ 0... + "2 | तिल ]+ 0 +/#४ | 
०0 ०० 
+- ७ +7 
> |] (7-समाकल) . ! । ४) 2 मा हा | 
0 0 








हक 2 (0, 02560 ०.,_ [१2 6-१, 2 
- लक मे ला, | 9 $ 5 ] 
(न 0 | / 
[ ः | 
ना कक 0 कह) ० है + 0० का | 
/“, /2+] 
2 ०० 
(0, + 77 5 + 
हे | बाप (7 -समाकल) ७ ४- |] |“ है | ७5 मं 0«5| $ | 
॥| ला] 
हे 0 
> ॥ 7222 + कक उ 6१९9 । -४| ----- ०, 


> 005 । ठि ४, क्ष्प शत 4४, 


[09 


(3.0) 


0 एच. एस. पी. श्रीवास्तव 


।' समाकल) 0.,+ 27, ०, +/१, 
7८ 2३8 दा «के ४-./.. .  ++-+- ह#/ 
हे 6 


८ <...... 0 





0 
अं | ४ ४. )/!] 
>< | र्नः ठ नी ५० - बज लक कक [-ग “7 %] 
>< ०० [8 '। | 2080 «8! 4८, (3.]) 


०0 
£ 2 //4-॥ (0६ 5 वेद ०७._।* 2/-# +]) 
(-!) 8 ६30 0 ॥॒ #9-। / | 7 43 





8, ५ --++ 7, /2 
न्‍- [[। +॑ ७] ी न [ के 0 ता हज 
00 0०0 
« |... ७-समाकल) ... | | 4 हो की) 
0 0 यो, 
| थ। ड, ह 
>< । न ठ गर2 पान कक [०० तप 
> आं। | ५ | 4४] --. 4४, (3.2) 
(० %। 
£ 2/+] (2/-/# 0 /8 4 न 8 ८ ५) 
5 आओ पक जज [2३५ *- ० 2 
का सल ५ ०००५ !, /2 
न [[। +॑ 0) + "५ | 4009:%. है + ०, + ४ ॥ 
हक 6 
» |... ७-समाकल) ... [ डा + 2? ००%] 
0 0 क 





बहुचरीय बेसल बहुपद द ]]] 


> शा [8 व ध्प्र है धंधा, (3.3) 
०० (-३7 (-?५ ); ७४, + ); (४. + ), ण्रडि * “5 ५ _। *£-2,) ] 
हे ८! 7, , .... |! ० १७०५ _फ 
(८ 0 [ 2 


बज 
- । हू । ]+ ० + ?] | ्ः । ।+ ०, _| + २५ _। त | 


स्‍का ८ 
ओ< |] प्म (7-समाकल) मल |] [० 0] 
मर 0 





70, पा | 
न + ह् न ल्‍ | कफ बा औ] 


)< कर, । ]-2 ४, वध 9... 4० (3.4) 


2 (]! 


;-0 धर [" ) 9 


ड़ | व ।( ]+ ०. + 7१५ की की कं 


०0 (-/१?] ); (| न ), ४ 354 49२5 ०, ) [+ हर! ] 
स््ल्लल्नस नल चलन लानत चल त लत [१ **+७ 





> 
८ 4... 8 
हज 
| 
का 
न्त 
|| 
>3| 
0 नव | 
<> <....... 8 
2 उन ८ ।् / हे 
प्‌ 
न्‍ कि 
न 
ध्जो 
न हल 
न 
885. 





2] 
४ ४ ४ ४. । 
८ है + हर कप मन ०क [- ४| ८“ ---- ५ | 
* ४), ! ]-2प] त 4४] --- 4४, (3.5) 
/2 
० (-#४, ) (०७,+#६-४. ,०. , .-.. ० ) 
]<# | ]" “5 
2 /(! +#, | 2, 07275 ४7 हि ह॒ & | 
६50 | [7 7 _? 


]!2' एच. एस. पी. श्रीवास्तव 


के 
न्‍ः ।( । [+ 0७5 ] न #] | कप । ]+ ०, न ४, | ै 








७७ ०) 
छठ 0., + 7, कि मा 
« |... ७-समाकल) ... | | (४, ४ ै 
0 0 
अं ४ एप 
»< है रन ठ नई ..-- के कह थक [- ४5% > का ५, | 
(०) 
है | | 4४] --- 40, क्‍ (3.6) 
॥ 
(-? ); जज की 0... -::५ ०] 
कह | | 
ध्र्0 / 
४ ँ ः ः | 
+ (-]) | भ [20] ! । जल ४2 | की है + ०, + ' ] | 
०० ०० ] 
कक रन 
« [... ए-समाकल) ... | | [० 2. मा 
0 0 मु हा 
; डे] ४] 2 कक 6 
९ न न न वि बन नन्हे मिजन 
2 हक ९४० । धर] ५ ] 
५८ ५, [४४] ६ 38 4४, (3.7) 





- (-])” | शक [ 2४ + | । ः । ] + ०, + १५ 0 की ।( जल कक आह | | 


बहुचरीय बेसल बहुपद ]3 





"0 ०0 
न्पैः जे 
>८ |] (7-समाकल) ... | । गा 2 हम 
/2 
0 0 
अं] ४] ० मजा / आह 

| न 5 र्नः न बा - ९४७9 प ह7 25% 875 ५५] 
«मे, +। (१४ ) %] --- कक (3.8) 


०० फ गे णा, का (री [क #२२७ है गा, ) 
कर - ५ 26202 मे के 00: ४ ढो ब। 
है 23 ! /2 ४, , 7 कि ८, 








हि रे ह 
कै | । । दिल क “पी (3.9) 
]+ »। ] + ै५ 
2 
हा जल ग्रा 
०० ०० - २] - ५ | (| “| 5 + ४ 
25 - 2, !7] | 7 |! १५ **-१ | ह ह 5] 
ह| 50 77 ८50 छ 
/2 
हैः ॥0] आह 2 
« |. (7-समाकल) ५.८ || | क हऊ+ के «० के 5 
0 ' () 


१८ ०क [- “न 2 ५५ | 300 80000 ६५ 2 ४, ०, ) बंध "9". पद 


/ 
(3.20) 


०0 || 


2) #7, 2१% 77 (2॥7। “गआ।3 55०3 2707 -॥| ) 
रा - 2 शी > अ 8 ये ० व 2 
2 है | 4] | »'] 4 3025 7! ? ? 09 


हा के 0 का, त () 





सा शीट !7 
- |... ७-समाकल) ... | | 5 म श ] | 
0 0 


]]4 एच. एस. पी. श्रीवास्तव 


>८ ०क [- धर] ८...- ४५, | ०० [2] '४ 3038 ०० [१५% | बंपर -. . 4४, 





(3.2) 
502 कक की 
॥7, +. . , +॥॥7 2/07,+][ . 2+#7 27%7 
2, -- >> (-]) ' / | | / 2. . ५ ४ ] 
का 0 १0 े 
(2 || ०४ + !, 2 ॥. ०३, , :«:, 2 हा, €ह, ) 
08 20 
ग ८, + 9३५७५ । ॥ है| 
2 ' 
०० ७० । 
> 7 ४४ ह शा (५ हर 
+ |... ७-समाकल) ... | पा पा स्थ। 
0 0 
> ६४७9 हे है 7+ ५ २० ४, | ञ्ञाा | पर] | 005 ५ ०, ] . - - 00$ 3 ४, ] ०॥ 0० 4, 
(3.22) 


००0 
27॥ «>॥ 
कि दर 06 अंक, लि [४7 ...+ हे 0५ ४] 


न । 452 
. >0 !!, 5: 0 रा 


॥ ४8 


है हा बज जा कक 207, _। “2, _[टैसा, ०7३, + |) ॥ | गा ] 
[? ** ५ ५ 


] कु ४ + + के 2 


॥ 





0 / ५ 


> ६४० ॥ “४| -...- ४, | 005 । ).] 4 | | द 


»% 005 [२५ -*% _| | ॥| । १५, ४, ] 4४] --- 4४, (3.23) 


है | ५ ४ 72, । | 
|... ७-समाकल) ... ॥ + “प्रा + खो 
0 


बहुचरीय बेसल बहुपद द | 4 8 


दर हर 77, +., . . + 777 उ2क्रा + 28 अर 
का (-१) ' आम त 


ह॒ न । 
7 ८50 ४72 ८50 
/2 


पुर 2 पा 





5 ७ 6, तर 
| ... 9 -समाकल) ... ॥६ जन पदक मम 


> ६४७ | ० ५५ | 8॥0 | ८ ४ ] न १५ ५५ ] 0 ४ 4४, 


(3.24) 





< धंधा] - ८४, (3.25) 





[6 एच. एस. पी. श्रीवास्तव 











>< ०फ [० ० “०५ ४ (2 8, ० ४ $5 4 ४6, ५, ) ०४ £// 
(3.26) 
हि 5 न हम “0, ) 6-४ ६-४) 
| ] 5 
#  म श न्‍ हा 5 | 5५] 
४[50. #£,50 | 
न ! 
हा ४] ४] कप 
है । ३५७ 5 उमा वील) ५७ | किट नत की इज 5 की 
0 
भर ०क [- 4 ०५ | 2 ४, ४] ५ ५०-७५ ४ ४8, ०, ) धंधा] कक ८, 
(3.27) 
०० ००0 (70) “ (“%»%) &' न / (; ६) 
| ; ]7" ''? 
का कि 8 (2 की [/2 ह [2 '% 
४,570. £,50 | /2 
/ -] 
के | ३००7 + 0] 
रा के न हक ]/2 
लेप र्ल ने ४ 
भर | (०- समाकल) ... | है + हर 2 न्शः 
0 


0 
> 6१७० हे 8 २०४ ५ | | आ। (2 ४8, ४| 4] ] ४ आ॥ [ 2 ४8, ४, | 


> द्वं॥ है. १ हे ८, (3.28) 


बहुचरीय बेसल बहुपद []7 
/ 4 व । 











मा अर हक शक हक द 
दा ] । ५ 
बज 2 न्‍ । 82 [2 > कि | 
कान सन का ध ! «५: /2 / 
2 
न हैः - /2 
+ (४६) / |... ७- समाकल) ... ॥ थ | 
0 0 
| [/2 
2] मम! 
* +॑ ठ ही अरे गशिरर ण्क्‌ [- ० 0] 
8 69 6 लि (3.29) 
बह ०. (-“४), | _+/ 8 2 शक आल ८: 
का धपएप 
#£| 50 #£ -+0 
2 
(0०% ३5 0) 
५, जि ' २५ ] 
ह हम ४] ४१ / जल 28 
| 2००8 तमिल) | 4 का - के | हा के हट 
0 0 
५ ० ४] ८०---- ५, /,[ | 28 के ४ ३४ क जे हक 2०, | बंध 4४, 
(3.30). 
हर मे | ४] ४] ४ पं 77 
|... -समाकल) ... [[॥ + “7 + न 
0 0 दर 
हा हि 
८ ०फ [- ब लहस] ( |! * व उ>क ३ :2% | 


8 एच. एस. पी. श्रीवास्तव 


जहाँ सूत्र (3.8), (3.9), (3.20) के दाहिने पक्ष में आये फलन », (0 एक चर का प्रचलित 
बेसल फलन है; सूत्र 3.26), (3.27) के दाहिने पक्ष में आये फलन ॥, (५ ,...., ५0) एक बहुचरीय 
बेसल फलन है जिसको लेखक द्वारा परिभाषित किया गया है [20, «4 (2.), 9. 8।] ; सूत्र (3.4), 
(3.5) (3.25) के दाहिने पक्ष में आये फलन », (0) एक चर का प्रचलित लेजेन्ड्रे बह॒पद है तथा 
सूत्र (3.30), (3.3) के दाहिने पक्ष में आये फलन क्रमशः बहुचरी लेजेज्ड् एवं बहुचरी गेगनबर बहुपद 
है जिनको लेखक द्वारा परिभाषित किया गया है [9, ०५ (30), 0.68]; सूत्र (3.6), (3.7), (3.8) 
के दाहिने पक्ष में आये फलन क्रमशः एकचरीय लॉगेर एवं हरमाइट बहुपद है [4, ०३ (), 9.200, 
8५ (2), 7.787]। 


सूत्र (3.8) की उपपत्ति : दाहिने पक्ष में द्विपद प्रसार और चरघातांकी प्रसार अर्थात्‌ 


हर 
(८), 2 


7]! 





(! -४) 5 ४5 (3.32) 
050 


0०0 री 
65० (०0 5 2 तक द (3.33) 
/ ४७ 


का प्रयोग करने पर हमें निम्न संबंध प्राप्त होता है : 
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7 हि वि 6 लिंक ४]) , +. ..+7 (| ०५), :» (। + ०) , 
के । | ! 
हर #] $ # ७ 7, * 


प्रीय बेसल बहुपद की परी भाषा (.2) का प्रयोग करने पर हमें वांछित सूत्र (3.!) की प्राप्ति होती है। 


सूत्र (3.2) की उपपत्ति ; दाहिने पक्ष में द्विपद प्रसार (3.32) एवं चरघातांकी प्रसार (3.33) का 
ग कर हमें निम्न संबंध प्राप्त होता है : 





2 ५ पक के ]/2 
* [प + >> 2७|/ नकल [ हे । 
त सूत्र 4, ०६. (0), 9.70] अर्थात्‌ 


22 | है डी त ] 
॥ [+- ] | हे # ] [४ / +- ठ ५० 777 ४ | (3.34) 


प्रयोग करने पर प्राप्त होता है : 
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न तक नल वह ,-- + 7 + 0. + | 

हा 7 : 7, #| के #| + दे | * 
72 

&% )/४ ै, ।/ ग 

थ ७०।] _] है है| पीए[ कै ००7 

2 ००० ४ 

बे है | ध् | ध् ीआ हक ] 

८ *. रेल है प्‌) 

750 ५४ 0 !, 0 $ 


ज्ञात सूत्र [[4, ०४७ (8), 0.32] .6. 


ई 
_(-।!) #! 
(४ - /) ! ८ न सु (3.35) 


का प्रयोग करने पर हमें प्राप्त होता है : 


०5 का रा पी है से ा ह पे व 
#| 50 ४50 750 न 
( अल लक व +. ++ (!+ ०), --« (+ ०2), [ ]+ ० + #| ) 
है | हे 
| | | 
श्र ५ रथ ; 7 
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अब बहुचरीय बेसल बहुपद की परिभाषा (.2) का प्रयोग करने पर वांछित सूत्र (3.2) प्राप्त 
गहै। क्‍ । 

इसी प्रकार सूत्र (3.3), (3.4), (3.5) को सिद्ध किया जा सकता है। सूत्र (3.4), (3.5) में सूत्र 
34) का प्रयोग न होकर पुनः द्विपद प्रसार (3.32) का प्रयोग करना पड़ता है। 

सूत्र (3.6) की उपपत्ति : वाम पक्ष में बहुचरीय बेसल बहुपद की परिभाषा (.2) का प्रयोग 
ने पर हमें निम्न संबंध प्राप्त होता है : 


कि धर 4 6 4 का 4 82 पर 
६50 750 ४.50 & जऋः0 
े 7५ 
4 
(- 3) (-#४]) .. २. आज की 0 तह) है. ४० ६। +0, _] हक | +#)., 
के | /2 22 * | 
आप 
7 ह/। 


कि 
के 84 का जो कक) (टन जी: ० के आ 20६ 
(] + /2) 8 कप जल 7 2 आम जहर मा अर 
7 [7(]+ /) /! ! 
गर्व 
हक की) हु व मर 
मम ली 
#£-0 


अतः उपरोक्त संबंध निम्न में परिवर्तित हो जाता है : 


(शी 0. %॥ 5 ४ चल. 
ही | | 254 


2 
0 #, 0 9) 


5०. मन वन (3 003 77%): >«7* (]+ ०, _]+/ _ (2 जि यम हल पक 5 [ +- ४५, + #१, ] /' 


्ज 





20 , न 2(]+ 3) 
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अब पुनः बहुचरीय बेसल बहुपद की परिभाषा (.2) का प्रयोग करने पर हमें वांछित सूत्र 
(3.6) प्राप्त होता है। इसी प्रकार सूत्र (3.7) एवं (3.9) को भी सिद्ध किया जा सकता है। 


सूत्र (3.8) की उपपत्ति : सूत्र (2.) से ०, के स्थान पर (/-#,) रखने और दोनों ओर श्रेणी-- 


(८ 0 


का गुणा करने पर तथा प्राप्त दाहिने पक्ष में श्रेणी एवं समाकल का क्रम परिवर्तित करने पर (जो कि वैध 
है) हमें निम्न संबंध प्राप्त होता है : 

४ (-2) # पल + ० ) 

2 : १ (0. । । ०, की ा | पर 3 8७ 5४० गे 


( ली 
| ८! #,, ..., ! 
६-0 । /! 


जे 7 औ ॥/, | 
»< । कपल ्ः ४3 कप « 0१ । 3 4, 


०० ई । 
८ 5 १०४) (30) 


( ४ |... र्ट्रड 
४०0. ()/ 


/2 
* अब बेसल फलन की परिभाषा [4, ०१ ().9.09] का उपयोग करने पर हमें वांछित सूत्र 
(3.8) प्राप्त होता है। इसी प्रकार सूत्र (3.9) एवं (3.20) को सहजता से सिद्ध किया जा सकता है। 
सूत्र (3.0) की उपपत्ति : उपरोक्त (3.8) का अनुसरण करने पर परंतु 7० के स्थान पर (2४ - 
४») रखने एवं श्रेणी ५" (-(?)* का गुणा करने एवं ८०७७ की श्रेणी अर्थात्‌ 
#< 0 


०0 ६ 2: 
०080 ८5 (६-7) 0 
207 


का प्रयोग करने पर हमें वांछित सूत्र (3.0) प्राप्त होता है 
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इसी प्रकार सूत्र (3.) से (3.3), (3.2) से (3.24) को सहजता से सिद्ध किया जा सकता 
है। ्ि 


सूत्र (3.4) की उपपत्ति : सूत्र (2.) में ०, के स्थान पर (£-%,) रखने और दोनों ओर श्रेणी 


9 ( -77 (-?१४)६ (१, + । 2): (४, + । ), 


ध ! 
# 0 


का गुणा कर तथा दाहिने पक्ष में श्रेणी एवं समाकल का क्रम परिवर्तित करने पर (जो कि वैध है) हमें निम्न 
संबंध प्राप्त होता है : 





० (-४) (2 |ै२7 ३)... (७5 5४४७ हे ४०४) 
5 ० [ 9 [ ! 
<- /! ५, + 02%. मे | [2] 5 ] 
५-0 [१ *++* है, 
लि | 
[' |! +े 0. + ”, | [ ने 0.,_] +/ 5५- ) 
के ८0 
0 करा 5६ 
2 |] (7-समाकल) 28० | | 9 5 ह& 2 |2-! त 
/25"7 
५ 0 
डे >> ० || 
>% || + ठा #/ + डा ० [- था बकरे ५, | 


ञ (60 08 (007 ६): पर (४ + | ); ।( | 


.- थी॑ 4, 


दाहिने पक्ष में लेजेन्ड्रे बहुपद की परिभाषा [4, ०१ (2), 9.57] का प्रयोग करने पर हमें वांछित सूत्र (3.4) 
प्राप्त होता है। 


इसी प्रकार सूत्र से (3.5) से (3.8) एवं (3.25) को भी सहजता से सिद्ध किया जा सकता 
है। सूत्र (3.6) से लॉगेरे बहुपद की परिभाषा [4, ०५ (), 9.200] का प्रयोग सूत्र (3.6) में ज्ञात 
संबंध [4, ०५9 (), 9.26] का प्रयोग करने पर सूत्र (3.7) एवं (3.8) की प्राप्ति होती है। 


सूत्र (3.26) की उपपत्ति : सूत्र (2.) में ७, को & (४5 ,2 ,.... ») से प्रतिस्थापित करने, 


४ हू.ह |. कहे ५०३ सटे ह0 उठ का रखने तथा दोनों ओर श्रेणी 
ि ( 
्ट की लक जि 0 08% ७५ ७.) + 
पड विद जी अब क राज पे कल 

0. /£ 5८0 ० 


] ॥/| 
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का गुणा करके, दाहिने पक्ष में श्रेणी एवं समाकल का क्रम बदलने पर (जो कि वैध है) हमें निम्न संबंध 
प्राप्त होता है : 


५ / 
०० ० (- 3,) ! ... (८ , ) ” (४, ..-» £,) 
हिल बट 3 याकील सकल जब २ अल ४ टी पु क्ः 
2, क्र का क गे 4 || | 7५ | ह # डे । जॉ ] #। क्र के ४५ 
(८0 5८50 ० 


०० ०० 
- [... ७-समाकल) ... | । पल मद हि 
0 0 





3 १ + आहट 
>८ | ] + छ । टः ०्फ [- 5 +५< हे ०५) 
दे कं. (0, 2, ) ” 
५८ हम 202 “2 पी मनप बडा 9... ब्रक 
है दल न, 0 (7 [| कक). ७ हो) / 


0 
74 


दाहिनी ओर लेखक द्वारा परिभाषित बेसल फलन की परिभाषा [20, «५ (2.), 0.8] का प्रयोग करने पर 
हमें वांछित सूत्र (3.26) प्राप्त होता है | 
सूत्र (3.26) में 


४ हा के |): 


है धो 


हि 
जा 


।>|-- 


क्रमश: रखने पर एवं संबंध [8, ०१ (2.), 9.8, ०१ (3.), 9.83, ०१ (3.2), 9. 83] का प्रयोग करने 
पर हमें सूत्र (3.27), (3.28), (3.29) प्राप्त होंगे | 


सूत्र (3.3।) एवं (3.3॥) की उपपत्ति : सूत्र (2.) में «४ के स्थान पर (-#) 65 ,2 ,..., /) 
रखने, दोनों ओर श्रेणी 


०० कर की 6 57 शा 0 जी ) 205४ 0% | दल) 8 
न 0 कि 3232), 
2 2 ८! ... /#! 
#£, 50 # +0 /2 


का गुणा करने तथा दाहिने पक्ष में श्रेणी एवं समाकल का क्रम बदलकर ज्ञात सूत्र लेखक द्वारा परिभाषित 


बा लेजेन्ड्रे बहुपद [9, 4 (30), 9.68] का प्रयोग करने पर वांछित दोनों सूत्र (3.30), (3.3॥) प्राप्त 
होते 


बहुचरीय बेसल बहुपद 25 


_ कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक यू.जी.सी. (सी.आर,ओ.) इन्डिया के प्रति अपना आभार व्यक्त करता है जहाँ से 
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कैम्जजपनी 


॥].. 
2- 
3. 
4. 
90. 


6. 


7. 


8. 


9. 


निर्देश 


. -अग्रवाल, आर. पी. : 3. ॥/४॥. 954, 6, 40-45. 
2. अल-सलाम, डब्लू, ए. : 096 3. ॥(७४॥॥. 957, 24, 529-545. 
3, ब्राफपैन, एफ, ४: 92700. «॥]6, ४), 50७ ]953, 4, 275-277. 
4. बर्चनाल, जे. एल. : (का0वीश्ा उ. 0४, 495, 3, 62-68. 

5. कॉलिट्ज, एल. : 00८6 7. ]/७॥४, 957, 24, 5-62. 

४. 
7 
8 
9 


चटर्जी, एस. : 70८6 7. |४४४॥. 965, 32, 563-564. 


. डिकिन्सन, डी. : ९70०. #ाण, (७0), 50०. 954, 5, 946-956. 
. अर्दली, ए. आदि : घ्ञाफ ॥, ॥८७०णछ्-त्री) ।२४ (954). 
, एवेडा, एम. टी. : ४४४. 20ंधरउला, 960, 74, 39-324. 
0. 


ग्रासवाल्ड, र्ई : वीक्षा5. 008, ०), 500. 395], 7], 397-20. 
ग्रासवाल्ड ई. : ॥86 8655७] ए०शागांध5, [,20ए76 ३०6४५ ॥ ४४॥., 59गरा20, २४ (978). 


क्रॉल, एच. एल. तथा फ्रिन्क, ओ. : प्रध्चा5. #ग6८. ४०, 500. 949, 65, 00-5. 
रेनबिले, ई. डी. : (६०, 3. ](४॥॥. 953, 5, 04-06. 


रेनविले, ई., डी. : 596८०ंग एप्रालांणा$, ॥४३०५॥०॥ 00. ]१४ (]967). 
श्रीवास्तव, एच. एम. तथा दाओस्त, एम. सी. : ९०७]. 4080. ए/७४॥६०॥. 7022. |(४१॥. 969, 


34, 449-457. 


श्रीवास्तव, एच. एम. , गुप्ता, के. सी. तथा गोयल, एस. पी. : ॥6 प-णिलांगा ण॑ 006 का (एछ० 


शक्ां8065 जग 5फ7एञांएथाणा$, 50णी 53ंथा ?प0. ।२९७ 6॥॥ (982). 


श्रीवास्तव, एच. एम. तथा मनोचा, एच, एल, : & वाल्था5७ णा 0थाश्षबांाए जिलांणा$, 3णा। 
५४॥९५ 2॥0 50॥5, लव5606 ?८55, 'रए (984). 


श्रीवास्तव, एच. एम. तथा कार्लसन, पी. डब्लू, : |(णा॥७ 6॥5अंज्रा लएशए०णालशा० 5९765, 
लाड60 27८55, ४ (985). 


श्रीवास्तव, एच, एस, पी. : पा. प्रौध्ा5. 59. #प्रणा। 2000, 0-, 6-70. 


[26 एच. एस. पी. श्रीवास्तव 


20. श्रीवास्तव, एच. एस, पी. : 6०३ (क्षालंब ॥00, 200, 27 (४-2, 8-84. 
2]. श्रीवास्तव, एच. एस. पी. : 7. |तशा 0०३०. ॥४४7॥. 2002, 24-. 
22., श्रीवास्तव एच. एस. पी. : 00 8655७ 70 जशाणां॥5 0 56४००) घक्षां4025 (प्रकाशनाधीन) . 


23. टॉसकानी, एल. : .6 |/७. 955, 0, 2-33. 


शशक्षा4 रिक्षांआ90 #चाप$आवीशा रिवत08, ९४०. 46, ३०. 2, #7| 2002. 
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गणित विभाग, गवर्नमेंट मॉडल साइंस कालेज, रीवा (म. प्र.) 


[प्राप्त -- जनवरी 2, 2002] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में हम बहुपदों के द्विलाम्बिक युग्म के विभिन्न गुणनफलों, 
बहुपदों की एक सामान्य श्रेणी तथा सामान्य आर्गुमेंट वाले -फलन वाले तीन 
सान्‍्त द्विगुण समाकलों का मान ज्ञात करेंगे। 


#-&7डतवटा 


6076 जयां।& 0०ए)6 (€्टान्नी णिप्राष्रों45 ९णेशाए -चिलाणा, 22 
एप रिवाप 5४४०३ 0९0क07707 0/४/0॥॥05, 00एशशप।लाए ४०06] 
52८0०7०6 (0०0॥628, ९०७० (ऐ४.९.). 
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00 एशंतर ए्क्वा०पड 9709प25 ए एछंजग080ण4/। एथा' 0 90शा0््रां॥5, 8 
शुशाशबा 08555 0 ए0जशाणांग5, क्षात -फपिलाणा जाति एशालर्श बराए्पप्रा7श5. 
0फ 6श्ञाब्रंड 6 तृ्ा8 इशालर्वो जी बागवढॉंश 9१0 8 एरप्रा0श्ष' 0 स्‍।6्टा25 
८व्या 96 00002९0 835 एथाटाश्' 08565. 5076 गराशि०5॥8 596९ ०४565 र्णा 
0पा पराक्षा। 705प॥5 ॥8ए6 ०60 05९०05560 एऐशंशीए, 


. अरस्तावना 


. एक चरवाले 7-फलन को सक्सेना द्वारा परिभाषित किया जा चुका है जिसे हम निम्नांकित 
विधि से लिखेंगे- 
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[(ध,, ०. )] ञ् [ (4, ॥28+ ।, », 4 





7, 7 
नि ह 
9 9..7 4 
/, ५, (8 3 )] है [ (६ है।। ॥।' 3, ), न (, 4, | 
[ $ 
च्ः 8(४)<% ८8 (.]) 
247 %#४ ] ७) 
जहाँ 
7 
तह कह जज आवक गो । ।- 4, + ०५४ | 
बह 
3 7 4, ४ 
ञ । त्प' । - 8 + 08 पा । ८५ - ०५४ 
&] | /च्का+] /च्हक] 
समाकल (.) अभिसारी होता है जब 8 >0, & <0 जहाँ 
॥) 4 | 
8592, ०, - 2, + 9. 2, - 9. 0, (.2) 
/चॉं. /57#+] ७]. 75#+] 
7, 4, 
4595, ०, - ५) $, (.3) 
० 
|भधाए ४ | < रे 970, पए ६ (], 2, ..., /) (.4) 


इस प्रपत्र में आये बहुपदों के द्विलाम्बिक युग्मों को निम्नलिखित ढंग से परिभाषित एवं प्रदर्शित 
किया गया है-- 


(७, 9) 
े ० 





(0 + ॥) प्ऊ > (-]) । (७ + 0+#+ ) ;! । 2 | पं 


(७ +]).. #/ व 


तथा 
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(०. 3) का का १ +-॥ 
दूत बबओ हल ० पक्का 
[नन्छ 


; कि 0७ + ४ + 
230 07 3) | पल उस (].6) 


#<0 
२2 (७) > +- ], २०९( 3) > - 3! 


जब £5 | तो /७,/४) (६; #) एवं £ ७,:४) (४; # दोनों जैकोबी बहुपदों में समानीत हो जाते हैं। (देखें 
श्रीवास्तव तथा मनोचा [3, 9. 97, प्रमेय (64)]। 

श्रीवास्तव [4, 9., ४५. ()] ने बहुपदों को सामान्य श्रेणी (देखें श्रीवास्तव तथा सिंह भी£/) 
को निम्नवत्‌ प्रचारित किया है- 


गा [॥/%॥ ] ( -. ८) मन हु 
5 न (८) -+ 4 बम का ० 8 5. एान 0, , 2, :- ) (].7) 
८८ 


जहाँ # याद॒च्छिक धन पूर्णाक है तथा गुणांक 4 (४, 4 थे 0) याद॒च्छिक अचर है जो वास्तविक या 
संमिश्र हैं। 
2. मुख्य समाकल 


हम निम्नांकित तीन सामान्य द्विगुण समाकलों का मान निकालेंगे- 


मा । 


बन न न न्दध्न 
आओ कु आय 0 0 0 


५2 ९..--ह 
(>> ६... किस्य्मक 


५ का, | % 8; (]+ 9 
का 2, 


» 3 कट (] - 2४; £) 5 | बज + /9) (।- 39) ०] 
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2740 +09)“7[+9 | 70+०-० ७ + ॥)« + 0)” [7[]+|[7(60+4०-9(७४+).. 


भ7(] + ०८) 7' । | +८7/ ४ 5 | $ ! 
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। प्र 
के पा 


> कह 
४-0 7-0 ४! (७ + ),/ 7! (4(] + 7) ) 
(] - ७, ०, (] - » - £/, 5), 
रत 0 ५ के 3 को व 07 
डर 
हा ] धर 7 
2,74, (2,+3:7 हि 9-८ 0-१४, | 
(] - 0 “१४ 2), ..., ---+ (! + 4८“ 8 - 0 5“ १४, 79), 


हि 


| । + | ->09+-(90-+- १४, 7 ५ ७०७३ ००-०३ ६] + 2 + ७ + //, 5 + 9») 


(2.) 
समाकल (2.) वैध है यदि निम्नांकित प्रतिबंधों की तुष्टि हो- 


(0) # याइच्छिक धन पूर्णाक है तथा गुणांक 4, , (, « 2 0) याइच्छिक वास्तविक या संमिश्र 
अचर हैं। क्‍ 
ं गि ऑर्थ ९2 | 
ता) 859 ०,- ४ ने ७ 2. - 2. 3, > 0, [872 2 | <7उ का 


र्ूव. 7च7४+] /च]. /524/+] 
(0॥) २९(॥ + 4 - 8) > 0, 7२९ (०) > - , १७ (8) >+- 43, १ 2 0, 
९९ (४ + 565) 2 0, / > - , २०(॥ + 976) > 0, 7१९ (9 + १४ + 76) > 0, 
२९ (॥ + 4-20 -2%४2 - 27£) > 0 
जहाँ 


६ - गाता २० 45, ] तंथों,.. आओ; 3; के; ६70 


[5<57<5+#7 


(५) २१९(॥ - 20) > 0 
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है हा 


न --7 -] ४ >८+-+१ -2, 
या 0) आाआ 3 05,399: 3३ 
0 0 


० + , 8: 
२ पा ्य2 33%: (।+ 729 

3:59 
हा कक ते को गित | यो की, 


>< | ; (] - 2४; £) ५, | बे (] + /97 (] - 9) का 





9 


गो | 2 0] - | 23 आलम | ही 


2" (4(] + 0) ? 7 ([+ ० - 8) (०७ + !)/ 
के प7'(]+ 4) 5! 


[अटक] 8 (-+), , (०+ 8+5+ ));/(-0/ ८ 
नि 


४-0 7-0... ४! (७ + )),/ 7! ([4(] + 7: 


हर 7, 7४ 


(] “ ४, 9), ( “ ० ८: (६, 0), 
औ/+ 2 , /४+ 3 


ही 
हे (034 ,2,+3:7 पक मम 5 ह जय बक 2 7 


(॥0 ०50 #% 8) कक ४७३ 60, 7 5 9 - 0-॥४, 2) 
9८ 
| ] + 9 “- 0-१४, 7] ५ ७७.) ---३ ९ +>5 २ ५5 9 “८ £/॥ 0 + ४ ) 
(2.2) 


अपरंच, (2.2) की वैधता के प्रतिबंध (2.) में उल्लिखित प्रतिबंधों जैसे हैं, अन्तर इतना ही 
है कि यहाँ पर १०(॥ - 28) > 0 के स्थान पर 0 < & < । होता है। 
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] 
[| मी । 
0 


के है 
यह - 0 आय त +ीडट तन 


पे रैजरमन्‍म 


25 


के (, 2 न , ८५ धं; (]+ )9 + पं 
ह. 
रथ 3 हा || पक ८, ] + ध - धः ! न 9 
(०, 9) रे -2 
न रण बी 66 2 आह कै थे | ० (+79) 7 (-9) ! | 


गैर , हें हा 4 
सा । हु पे 500 | 9(॥ + 79) ([ + # )2) । सम 


7: 2, :! (५ 9) 


हे 2 (4(0+0) /7(([+ 4-८०) 7'(+ 4 - ८) (० + )),. 
हु पा] कक ४ ठ*ती 


[ह/४] 5 (- ४), ॥ (रण. + 3.+ 8४ + ) ;) (- ७) हा 
प न 


ध्5 0 (८ 0 ५४ ! (0 न ). | कि । (4 ([ न- 7) 2 /) ४ 


ह/+3 , /४/+3 (। - |, 0, (।! - 2. - £/#, 5), 


प्‌ 
0,+5,02+4:# 2 || १४ प' 
| ह 0 3 2 “2 - 5, 9 


(| + 05% ७, 7), .... «५.७ ( क+ दे «८ -+ 0-१४, 2), 


हर 
ध् 
| [+ 377?-१०, 7 » [[+८-८-7०+-%% 7), ...., ..., 


(| + 4-८ -790-१%४, 7) 
2 


2.3 
(| - ३ - | + £/, 6 + 9) पं 
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समाकल (2-3) वैध होता है यदि निम्नांकित प्रतिबन्धों की तुष्टि है- 
0) ४०(] + 4८ - ८) > 0, १२८ ( + ६-2८ - 24) > 0, 8७ (( +4- 4) > 0 
(४) (2. में उल्लिखित 6) से होकर (90) तक के प्रतिबंधों का समूह भी सही है। 
उपपत्तियाँ 


(2.) को स्थापित करने के लिए इसके बाम पक्ष में हम (.7) में दिये गये & ” (9 के 
निरूपणों की श्रेणी का प्रयोग करते हैं तथा 7-फलन के लिए हम (.) में दिये गये कंटूर समाकल 
के मेलिन-बार्नीज प्रकारों का इस्तेमाल करते हैं और समाकलन संकलन के क्रम को बदलते हैं जो 
(2.)) में दिये गये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वैध है। तो हमें निम्नवत्‌ प्राप्त होता है- 


(2.7) का वाम पार्एव 


[#7/# | (... 
हा (-/ ०५ ४ 
क गा । 8, 2४ 
४४८0 


] 
र | | कल (] 2434 #: हक /) (] -2%; ;) पं 
0 


] 
0+)४+76६-] 4-2 7&६-297४2-2 70 0-६4+॥४+ 76 -! 
% | है हल) 


(। + /9) 
0 


2 27] ा हर ५22 | % | 


]+ 4-89; 4+ /9 


अब ज्ञात परिणामों [6, 9. 8, ४५ (3.3)] एवं [7, 9. 254, 84. (2.)] का प्रयोग करते हुए 
तथा परिणामी कंटूर समाकल की व्याख्या ।-फलन के रूप में करने पर हमें तुरन्त ही (2.) का 
दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है। 


द्वितीय तथा तृतीय समाकलों की उपपत्तियाँ प्रथम समाकल की ही भाँति हैं अन्तर केवल 
इतना ही है कि हम [7, 9. 254, ४५ (2.)] के स्थान पर क्रमशः ज्ञात समाकलों [7, 9. 254, 24. 
(2.2)] एवं [7, 9. 255, 84. (2.3)] का उपयोग करते हैं। 


34 : कु. रीनू श्रीवास्तव 


3. विशिष्ट दशाएं 
(0) यदि हम (2.]) में ऋर] तथा 


हा (05% 4) (0 के | कं न ), 
फ़्य ४! (3'+ ), 


रखें तो ४” (0 -+ ?७', १? ( - 29, परिणामस्वरूप हमें निम्नांकित रोचक समाकल मिलता है- 
हे ] 2 
कक जन्‍्काक ऋकन्‍क त्तब्क, न्‍न्‍क ५ अनक, 
( (60-0४ / 0-97” (6 + 9 
0 0 
| + 4 - 2; ]+ #9 


का 8; ( + /)9 ०” | 
27 


(०, 9) (०३) 
207 (26% 8) 7 कु 


७ गा 


7 , ४ है 
३ ॥। ु का ( । बा ०7०(॥ + 7)? न हर *» «००9०५ + » 77 रथ) 
0,» ४, 7 (]:&% 8) 0 के. 4 


है 27(40+90)7“7(+£ | 70 +०-०७ (30000 के 7 (के 50) (6 7): शक) 5 


हर -2(ॉत-ओ तक (0) | | 





भ7 60 +०7[। *5-० | | जम 45 
ह ४ 4 (-३१९), (० + 0/+ 8 + !) ,, )/ (0. + 3+&+ ) | 
४८0 (८0 8 () कर !) प्र (०. ढ ) 7 । 4 ( शः )) । 


)/+ 2 , //+ 3 हम (] - |, 2, (( - » - £# 5), 
70,+4, 2,+3:7 2६4(] + 2) ) धर ! 58 0 

27937? “ ४, 7]. 
(! “ 2“ ]7४, 4), 4208 003, औ+ डे पद (] + ८2 + 8 -0-%१%४, 7), 


हु 
64 ए ह। 
। [+ हि 9-70+-१४ 7 | ? * ०७५ ०७५ (| -)ै -+ [४ - 7, 6 + ५) 


(3.) 
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जहाँ (2.) में बताये गये (॥) से 6५) तक के प्रतिबन्धों के समूहों की तुष्टि होती ह्ै। 
(४) यदि हम (3.) में £>] रखें तो 


(2 ९. 


] 

»छ - -] | न्ध्र-) ( न 
0 0 अं 3 0 आय 0 लक 
0 


५ का 4, 8; (। + 29 
2]|_ ][|+4-89;: + /9 


(०, 0) कं 
८६ शि 


(। - 2४) ? हे | । 2-2०/60 +79 (0 -» ३ 


0 तक कक / | तक 5 कक (4(]+ 0)” 7" । + डा ए(]+4- 28) (० + )), (७०+ 9, 


र्र7(]+ ०) 7' ॥ [के ड हे ४] ४! #! 


श्र ४5 05 पल 7 के तीर के के के आओ कक की 

हो 2 खत 
४८0 750 (0' + )), (७०+ ))| (4(] + 2) 

(] - |). 9, (। - » - £ ०), 


गई हें 
>< 2६$4(] + 7?) 
0,+74, ०, +>:7 है कक ॥॥ 
ह [3 +9257“? १ ५, | 


(। - 07 5“ १॥४, है को शिकार 90%) «+$%७$ 2) 
है 


| ]+ -> 89 +-90+-१॥7४, 7] ३ ८ +ी छह 8 इक जी हे 7, 6 + ५) 


(3.2) 


कु. रीनू श्रीवास्तव 
(0) पुनः (2.) में #-%-० रखें तो ४” (७ 4, , में समानीत हो जाता है और हमें निम्नांकित 
द्विगुण समाकल प्राप्त होता है और वह भी नवीन प्रतीत होता है-- 


36 


4-20 


थी त॒-/ आए (+)१ 7 (0-9) 


के । इबन्‍णणणणक 
८ ईै>न्‍न्‍णमक 


०, 0; दा हा 


हक | |+4+-89; |+ /9 ४8 





2४ , ४ रु 
हर 0 9(] + 79) 2 

2,१ ४,: (] - 9) ह 

27(40+9)*7[+7 | 70 +०-०» (७ + /), (4(]+ 0)” 7 ] + हा 7(] + ०- ०) (० + ), , 


४7(] + 4) ्‌। के स्‍ रे ४ $ ! 


>< 
। 


४ (0 + +8+ )// (- ») 
ह (0 + ), | /! 


0 


( | +- |, »), ( | - 2) + # /, 0), 


 ॥९ आह आ कक; बज 
2,+4, (2,+3 ५ 330 ४ / 87 हि हद 7! 
ह 2 2 - 2, 9 


8” 40 री 007 20, आह, अत 0, 7), 


ल्‍( 
८ 7! 
। ]+ ताप 8-09, 7 | ४ + ६०५ "०-७ (| - )ै ८० | - 7 6 + 9») 
(3.3) 


(५) अन्त में यदि हम (2.]) में ०, » > 0 रखें और प्राप्त हुए व्यंजक में ५ समाकल का 
मान ज्ञात करें तो हमें निम्नांकित एकल समाकल प्राप्त होता है- 


| । 
कम लो पक वि आह जग 
0 
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कर ५, 8; (+ 29 का की 
रा] | [+4-४. कक प्र [बॉ + 29) 6 - न | 





4 
४50 4! (46 + 877 रू 


4/+ 2 » ४ +- । 


(( - ० -. 305 कक शी ५ 
-' 
)८ हे +2,0+2:9 | 2 [4(]+ 80) 


2 है हू ||) - ५ 9 7 9 
([+ ०4 -- 


9-7-१%४, 2), 
)८ (3.4) 
ध हि ठ हे ०0० कि ८ ;५, 7), पा 
(3.) से लेकर 8.4) तक के समाकलों की वेधता के प्रतिबन्धों को उख्य परिणाम (2) में 
उल्लिखित प्रतिबन्धों से आसानी से निकाला जा सकता है। 


जैसे तरह हम उपर्युक्त विधियों से अनेक समाकलों को अपने समाकलों (2.2) तथा (2.3) से 
विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त कर सकते हैं। 


निर्देश 


4040. 5८. ॥49, ] 982, >2.5, 366-3 75, 
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ली ग्रूप के अवकल आपरेटरों के माध्यम से 
मेट्रिक्स आर्गुमेण्ट के बेसेल बहुपद 
के जनक फल 


पी. एल. सेठी 
गणित तथा सांख्यिकी विभाग, जैनारायण यूनिवर्सिटी, जोधपुर 


तथा 
एम. बी. अल-खाजेंदर 
अलअजहर यूनिवर्सिटी, गाज़ा, फिलिस्तीन 


[प्राप्त -- अगस्त 8, 200]] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य 9 9 कोटि के मैट्रिक्स सिद्धान्त तथा ली ग्रुपों के 
अवकल आपरेटरों के निरूपण के मध्य सम्बन्ध स्थापित करना है। 


& 95४9८ 


छशाशबा।ए प्रालांणाड ण॑ फ्ेढडश फणजशाणांश 0 गाता 
बा'एुणाशा प्राणएशा वाॉशिशापबी 0.फश्षक्वण5 ० 748 7009. 9797... 5800, 
0&9भागेला। 0 '४वरऑ।शा।॥आ05 थाते 8475705,  िश्ाओा। ४५३४५ (एञार्शआंज, 
300फ7ए ० था। ४. 8. 8-/0॥92श॥04 9, 5 िराक्षा (प्रांप्शआं५, 0923, ?28687॥6. 


पुश्6 थांत्र ण ॥6 छाठ्इशा 029०7 45 00 €शं4०ी9॥ ६ पि6क्रा।शा&ं 
247णागआंए ए०फलला प्रकार 0609 ए णकध 9 २ 2 धाएं 76ए6507/०णा 
0 कंतलियाएंगे 0थक्षण5 0 746 शा0005 00 050758 एथांशा। 8थाशवा]8 
पि९एंणा$ ण 86556 एणेजशाणांबी ् प्राक्षांड शष्ठणाशां जाए! 0$ 2 99880 
०7॥6 बएए/0०4० ० शैेलंञ्राल, 6 ॥6747065 ध6 8 9020796 इशाशध।रा0 
069॥॥८. द 
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. प्रस्तावना 


मैट्रिक्स अर्गुमेंट के बेसेल बहुपद के सबसे सुविधाजनक रूप को निम्नांकित रूप में लिखा 
जा सकता है। 


] की े 72 बह 
५ ९0) [४० + 2 ;5] 
| 2 


जहाँ 5-5'> 0, ७ 9 कोटि के वास्तविक धन संमितीय परिभाषित मैट्रिक्स है। 


हाल ही में लेखकों ने) » » # मेट्रिक्स दशा में लागेर बहुपदों के लिए नवीन जनक फलन 
की स्थापना की है जिसमें वीसनर की ग्रुप थ्योरेटिक विधि# का प्रयोग हुआ है। 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य मैट्रिक्स आर्गुमेंट के बेसेल बहुपदों के जनक फलनों के नवीन परिणाम 
प्राप्त करना है। हमने नवीन जनक फलन की स्थापना निम्न रूप में की है- 





7) गा हु _ 7) 4 
की जे, । ्फ |) ये २.-,००( 0) 
तथा 
7)" 4 ई अल ६ 
((+ 7, ला “ 2. >+-,०00) (2) 


जहाँ ४ तथा १, 9 » 9 वास्तविक धन संमित मैट्रिक्स हैं तथा ॥ यूनिट मैट्रिक्स है, तथा जहाँ 
४ - 5 क्योंकि [४ # 0. 


अब ह्‌ को निम्न रूप में दिया जाता है- 


४ 0 0...0 

0 ४ 0...0 

0 (0 5४.८ 0 
जे ८ 

0 0 । 0...+<% 


। ए कोटि के लिए मैट्रिक्स आर्मिण्ट की दशा में बेसेल बहुपद हैं- 


ब्त् न 0 अं म 
४; ०0 ५ हक 07 (-; # + 3/0; - 20 (3) 


मैट्रिक्स आर्गुमेण्ट के बेसेल बहुपद के जनक फल ]4] 


जहां 
20-!) | 
[ (८) ८ 7 2 प्‌ (६) | ८ -- | पर [० - न] 
तथा 
ही; (,(- ०“) 
#(-;# + 3.0; - 2) 5५ ४४ 5४ >> +क्ा- 4 
0 १ दा घ (४ + 3/2), ६! ) 
5 ८.(-0+<5(७(- ० (5) 
जहाँ 
#> (8, री 5) 8, दि+ --+फत के, मे थे छिटे . 28% थे 0 


5 से संकलन का अनृण संख्या छ के समस्त विभाजन का 9 भागों से अधिक को नहीं 
दर्शाता। 2४ (४) जोनल बहुपद है॥ और 


72 ५ 
(०), + गा ॥ ध- लत । (6) 
है 4 
2. रेखीय अवकल आपरेटर 


निम्नाँकित अवकल आवर्तन सम्बन्धों की तुष्टि के द्वारा हम बेसेल बहुपद ३, (४) के लिए 
जनक फलन प्राप्त करेंगे जहाँ ॥ ऋण संख्या है। 


कत्कफोच्जा [<र, जे) हे3: ०0] (7) 


्धं हा 
का 2 | ४, (४) - 2०५, | ७४) | (8) 


ये दो स्वतन्र अवकल आवर्तन सम्बन्ध रेखीय सामान्य समाकल समीकरणों को निर्धारित 
करते हैं जो रेनविले“ द्वारा पहले ही निम्नांकित रूप में परिभाषित है- 


2 
2 4 2 2: «2 
आऋझ-5_ / (४) + अ5 २०) + ।( की | ०, (050 9 
बज की का 
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हम जनकफल 6 (४, ९) की खोज में हैं जिससे जनक फलन की परिभाषा 
०(४, ४) 5 2 8, “, (2) 4 (0) 
रूप में व्यक्त की जा सके जहाँ 8, स्वतन्त् करते श््से। द 
क्‍ 3, रेखीय अवकल आपरेटर 


बेसिल बहुपदी मैट्रिक्स आर्गुमेंट के लिए हम प्रथम कोटिक रेखीय अवकलन आपरेटर 8 तथा 
८ ज्ञात करेंगे जिससे कि 


0) 82; (४) ४” | ->/,_|(()/77 #>»] () 
(9) ४८| ०, (४) 7” | नये, हा ४०»। (2) 
() की उपपत्ति 

माना कि 


- 9, (४ 7) -? ए) -0_ » 
859 (६ 7) २: + 8, (४ ?) 39 + 90 0४५ 7) 
तथा 


8 - | 4०० 7” | 


 # हा (४) ४” | + 8, कऋ|[%०) पा | कं %| 2, (४) ४” | (3) 


जहाँ 8, 650,, 2) फलन है ऋ तथा (€ का जो ॥ से स्वतन्त्र है। अब (7) की सहायता से 
छ | 7,(४)४” | + 


्। ए धर 
हा 7 आर 4 [०,_00)-००, 00 


+8, 2, (४) [(#/”7 ] ]+% 7,७०7 (4) 


मैट्रिक्स आर्गुमेण्ट के बेसेल बहुपद के जनक फल [43 


।5) ५४४ के गुणांक को % तथा ६ से स्वतन्त्र बनाने के लिए तथा 3, ७) ५” के गुणांक 
को शून्य बनाने हेतु हम 8, 5 ५३, छ, 5 ४7! तथा 8, 5-० चुनते हैं 


तो (4) का रूप 
| 2; (()ए” | +|,_|(0)/77' 
हो जाता है जो (]) है 
और 
_ छा 0 _ ४७7 0 
कक लक (5). 
2. की उपपत्ति 


इसी तरह आर्वतन सम्बन्ध (8) का प्रयोग करने पर 


८२०० 7” | | (गे ) हज) 


हमें प्राप्त होता है जो (2) है तथा 


तथा 


8 2 0 
(2 कहे जे तल ० हम 
ठ्ेत 09 ह 6 


4. आपरेटरों का समूह 


प्रथम रेखीय अवकल आपरेटर 


5 
4 के + 
४) 4 
8 -] 0 
857 -+--++_ +; 
४) ६ ५ (7) 
9 0 आओ हे 
(! ८ अत 2 ए 222 
हि 7 7 हक 97 
धर व। 


तुष्ट करते हैं 
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(8), 8, 8 | नदी 


68). [4, ० ]5- ५० 


(8) 
हो... के को व है कप 
(092. [£, 4] 5 [£, 3] 5 [£, ०] 5० 
() की उपपत्ति 
माना कि ए फलन है इऋुतथा शका तो 
[4 +#3]07+- (48 - 84) ७ (9) 
अब 
5 । -]009 -[ 009 &2“ 0 8, '0/ 
20 आह कि 20% 2 2: 8 अल 2 80 4 के पल हि 5 
हा ) । | । छह ] | 8५ न | | 
(20) 
यहाँ पर 
४ 0 0...0 
0 % (0 .:: 0 
0 0 ४ ...0 
ऋ<-।' ; || [>*0] 
0 0 0...4<% /2%/2 
०90०0 0 
0 9 0 0 
0 009 0 
![. #4 ' 0 ल्ल ह» उडर 0) 


00 0...9 ?*# 


- मैट्रिक्स आर्गुमेण्ट के बेसेल बहुपद के जनक फल 


तथा 
8 
0 0 0 
0 3 मा 0 [ 00 
09 0 0 
हा नस 3 000] 
87 0) ः 
ह 0 00 
0 0 0 न 4 
07 |७++४ 
और चूँकि 
#* 442/ | / | ॥4 
। अर 
8 
न! 0 0 
0 !्जा 0 0 
१५ 
३ 
0 0 0 आय किक 
का 0 0 0 * 
0 »रऑ$ 0 0 
0 0 क 0 
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८० ७ ९० 
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08. .+-| 
बा 0 0 
09 | 
98 +-। 
0 8) 9 
द | 
0 एप) 0 0 न 
97 2) 
0. ह 0 0 
न 0 0 
-2 
0 -9 0 
कट 
हि 0. -> 
0 0 0 
न] 2 
ह 4 
इसी तरह 
2 0 0 
मा | 
9 छा लि 0 पल न 
को 
0 0 0 
घर सा 30 3 न 
4 
अतः '_ 90) .-00/ ..-] 8४ 
:(428 - 84 ) ए- | ४/-- है तय अल 
। । | ग१्5े 9 
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0 
0 
0 
_0 कह 
ठः 72% 
0 
0 
0 
जा कट 222 
(2]) 
0 
0 
0 
नल 
जे /2* 7 
(22 
(- 8 -] 0 90०१" 
; शत कामाहाक #7--+- 
| ः गा 3 ््, 


मैट्रिक्स आर्गुमेण्ट के बेसेल बहुपद के जनक फल [47 


8 -009 6 -] 00४ -] 0 0; -[ 0 0; 
2 4 40 अं सम न 0 कुंड जी आप अर 
97 । | , । रे 7 ध् 2 ५ जी | ॥ 


| 0ए -] 8४8 
न फा 75-आ 72 
४ 8 89 
जहाँ 6 89 
मटर 9/०८ 8४०७7 
-] 007 -] 007 
व्यू पं वा मो 
०्ढ 97 का 


इसलिए. [4, 8] 5-3 


इसी तरह हम अन्य सम्बन्धों को सिद्ध कर सकते हैं। इसलिए ये कम्यूटेटर सम्बन्ध दिखलाते 
हैं कि आपरेटर &, 8, ०, ए ली ग्रूप उत्पन्न करते हैं। 


अब हम आपरेटर छ तथा ८ से प्रत्येक द्वारा जनित ग्रुप के विस्तृत रूपों को व्यक्त करेंगे जो 
इस प्रकार हैं 








०५ (09) /(४, ४) - | डे हज हैः ४+ ४ है द (23) 
»००(०20)/(६ ४) - | पर ््ि 7 7-० हु (24) 


जहाँ (६, ५) % तथा ५ का फलन है और 9 तथा ८ कोई स्केलर गुणांक है। 
5. जनक फलन 


चूँकि 3 ७) ४" समीकरण८ (9) बेसल अवकल का हल है अतः हम दो दशाओं पर विचार 
करते हुए जनक फलन ज्ञात करते हैं। 


दशा।: 8 - , 250 


दशा 2: 0 5 9, 2 5 7 


दशा  : (23) में 8 ० ।, ० 5 0 रखने पर/(८ 9) 5 2, (७) 7” 
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हमें ज्ञात है कि 


०५ (8) | ०, (४) 7४” | +(7+7)7 4, हा) (25) 


माना कि 


5 हे ने दही ५ द 
(६ ४) + ? [/ + 2 | पा है 


6 (5, ५) को निम्न रूप में लिखा जा सकता है 





(०(०, /) !ः रे को | डक हे | (26) 
[+ 9७ 
(25) में () का सम्प्रयोग करने पर 
मन (४) 2, (&) #”| कफ न 30 (27) 
| 


इसलिए (26) तथा (27) में ४: के स्थान पर १' रखने पर हमें 





-"+% 2, ह 5 7" 
[/ के | | न स् 2५ के (2) 7 
[+ 9 /+ नर 0 


प्राप्त होता है और तब हमें जनक सम्बन्ध (॥) प्राप्त होता है। 


दशा 2 : दशा 4 की विधि का प्रयोग करने पर। & - 0, ८ - । रखने पर हमें (24) तथा 
((2) से (2) में दिया हुआ जनक फलन प्राप्त होता है। 
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राजस्थान में भालू (मेल्यूसप अर्थिनये) का वितरण 


सतीश कुमार शर्मा 
क्षेत्रीय वन अधिकारी (वन्य जीव), फुलवारी वन्य जीव अभयारण्य, 
कोटडा, जिला उदयपुर (राजस्थान) 


[प्राप्त--जनवरी 7, 2002] 


सारांश 
प्रस्तुत पन्न में राजस्थान में भालू के वितरण संबंधी जानकारी दी गई है। 
वर्तमान में यह वन्य प्राणी राजस्थान के दक्षिणी एवं दक्षिण-पूर्वी भू-भाग में 


फैला हुआ है। राज्य के पश्चिमी, उत्तरी एवं उत्तर-पूर्वी भाग में वर्तमान में यह. 
प्रजाति उपस्थित नहीं है। 


4फतबट 


फांड।ंए)्पाणा ण 80ा छ86व' (34257 द्राई/ंहर7क्‍5) गा रिक्रु 9४गित्वा. 
छ9 $89ओआ ६प्रशाश 50774, रिकाए० 7068 0760७ (क्ञा0॥6), शाप्रांप्रधाएं 
'आाताए।ह 5थाएप्रधज, ४09, //5007 ए0०एए (रेववां.). 


| 06 एा९था ए9कश, भा 30007 35 060७॥ शांपशा 200प7॥76 एछ/65शाई 
तवांई४णजंणणाणा ०7690 868 (४६ पा5ए5 प्राआंतप5) रिव्वु 49/क7, ॥35 ज्ञा[0 
गाए 45 ००॥600 ॥6 507क्षा। धाएं 509॥-648507 099॥8$ 048४ ॥ 
94086, 60 फछाठउशा। ॥ ल्‍5 गण तवंडशएपा०त गा उद्शला, 7णाीलशा थातं 
॥0"-6९88४07 045 0776 9086. 


भारत में भालुओं की चार जातियां मिलती हैं जिनके नाम सलॉथ बीयर ((७॥0०४०७ पाआए3), 
भूरा भालू ((805$ #0००$), हिमालयन काला भालू (इल्वश्ाक्षाण०५ 0८क्ाप5) एवं मलायन सूर्य ह 
भालू (ल6०%०05 7739५99705) हैं॥० इनमें से भालू की राजस्थान में एक ही जाति मिलती है जो 
तकनीकी रूप से मैल्यूसस अर्सिनस है। वन्यप्राणी (सुरक्षा) अधिनियम 972 की अनुसूची प के 
भाग ॥ का सदस्य होने से यह एक संरक्षित प्राणी है। निश्चय रूप से यह सघन वनों में रहने वाली 
प्रजाति है जो राजस्थान में राज्य के सघन वन क्षेत्रों तक सीमित है। वनों में व वनों की परिधि पर 
रहने वाले लोगों का भालू से खूब परिचय है। बाघ एवं तेन्द्ुओं की अपेक्षा राजस्थान के लोग 
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कैम्मम्म्, 


सारणी । 
राजस्थान में भालू की उपस्थिति जानने हेतु सर्वे का विवरण 


मल मल 





नाम क्षेत्र उपस्थिति 


। 
| 


] 


पं 
है 
हा । 
ग 
- 


फुलवारी अभयारण्य 
सज्जनगढ़ अभयारण्य 


उदयपुर 










सोम गा द्वितीय) वन खण्ड (प्रादेशिक रेन्ज ; उदयपुर 
झाडोल 
सामोली, तिनसारा, लादन, मेरपुर वन खण्ड उदयपुर ध 
(प्रादेशिक रेन्‍ज, कोटडा) आज ह कि | पा __ 
नाल सान्डोल, झमेरी, गुजरी की नाल वन क्षेत्र 
(प्रादेशिक रेन्‍ज, झाड़ोल) । 

उदयपुर +- 


रामकुण्डा वन खण्ड (प्रादेशिक रेन्‍ज,ओगणा) 
खोखरिया की नाल (प्रादेशिक रेन्‍ज, देवला) 


रा 


उदयपुर 


श्र 
| 


नाल मोखी वन खण्ड (सामाजिक वानिकी रेन्‍ज, उदयपुर | 
गोगुन्दा) 
| माउन्ट आबू वन्य जीव अभयारण्य... सिरोही 
| कुंभलगढ़ वन्यजीव अभयारण्य राजसमन्द 


- 


रावली टाटगढ़ वन्य जीव अभयारण्य 

नाहरगढ़ वन्‍य जीव अभयारण्य 

जमवारामगढ़ अभयारण्य 

| बाघ परियोजना, सरिस्का 

| बाघ परियोजना, रणथम्भौर 
केवलादेव राष्ट्रीय उद्यान 


जयपुर 


जयपुर 
अलवर 


सवाई माधोपुर 


> 


भरतपुर 


“ है 


जवाहर सागर वन्य जीव अभयारण्य 


+ 
* 
* | 


करौली 
जैसलमेर 
चित्तौड़गढ़ 
सवाई माधोपुर + 


86 
हर हित 
७ 
५ |) 
श।थ 
। थ्फ 
निवशति 
५2 श्प 
+4 45 
3+43। 
व 
ध्कः 
४ 
है: 
है ७४ | 


७ ७>| 











7 
| 
है 
न्‍ 
4 


| मानसिंह वन्य जीव अभयारण्य 


77 


व्प्म्य्य्य््यप 2 22ेलसिस 


+> उपस्थित, -- अनुपस्थित, !5 अरावली पर्वतमाला , 2 विंध्याचल पर्वतमाला, 
3 यमुना का पुराना मैदान, 4 थार रेगिस्तान 


राजस्थान में भालू (मेल्यूसश अर्सिनसे का वितरण 53 


भालू को ज्यादा जानते-पहचानते हैं क्योंकि अंक्सर भालू के आक्रमण के प्रकरण हर साल होते 
रहते हैं जबकि बाघ-तेन्दुओं के आक्रमण के प्रकरण नहीं के बराबर होते हैं। महुआ बीनने के मौसम 
में भालूओं के हमलों की कई बार सूचनायें मिलती रहती हैं। 


भालू राजस्थान के वनों की एक महत्त्वपूर्ण वन्य प्रजाति है। अतः इस पर राजस्थान के 
परिध्रेक्ष्य में प्रकाश डालना जरूरी है। राजस्थान में भालू की उपस्थिति/अनुपस्थिति सम्बन्धी सूचनायें 
अभयारण्य एवं राष्ट्रीय उद्यानों के परिप्रेक्ष्य में तो अपेक्षाकृत अच्छी तरह उपलब्ध हैं परन्तु संरक्षित 
क्षेत्रों के बाहर वितरण पर अपूर्ण जानकारी ही उपलब्ध है। प्रस्तुत पत्र में संरक्षित क्षेत्रों के बाहर 
के क्षेत्रों से सम्बन्धित जानकारी भी दी गई है। साथ ही सौ वर्ष पूर्व -एवं वर्तमान में वितरण रेंज 
का निर्धारण भी किया गया है। 


प्रयोगात्मक 


वर्ष 980 से 200। तक राजस्थान के वनों में राज्य सेवा के दौरान हुये अनुभव, प्रेक्षणों एवं 
वन्य प्राणी गणना सूचनाओं से इस प्राणी के बारे में जानकारियाँ जुटाई गई हैं। वनों में रहने वाले 
वनवासी इस प्राणी के बारे में सूचना के अच्छे स्नोत साबित हुये हैं। जिन लोगों पर भालुओं के 
आक्रमण हुए उनसे भी सूचना संग्रहीत की गई। पुराने प्रकाशित वैज्ञानिक साहित्य एवं गजेटियरों 
का भी अध्ययन किया गया। अप्रत्यक्ष प्रमाण जैसे वृक्षों पर खरोंच के निशान, भूमि पर खोदने 
के निशान, विष्ठा, पगमार्क, दीमकघरों की टूटफूट आदि को भी भालू की उपस्थिति निर्धारण करने 
में एक पैरामीटर की तरह प्रयुक्त किया गया। 


परिणाम तथा विवेचना 


.. वनों में रहने के दौरान किये सर्वे एवं वन्य प्राणी गणना रिपोर्टो के आधार पर भालू की 
राजस्थान के जिन क्षेत्रों में उपस्थिति सिद्ध हुई हैं वे सारणी । में अंकित हैं। 


इस सारणी से स्पष्ट है कि वर्तमान में भालू दक्षिण अरावली एवं विंध्याचल पर्वतमाला के 
धौक वनों में (दक्षिण-पूर्वी राजस्थान) फेला हुआ है (चित्र )। अरावली पर्वतमाला का पश्चिमी 
ढाल, पश्चिम दिशा में इसकी अंतिम वितरण सीमा है। यह जाति राज्य के रेगिस्तानी क्षेत्र में 
पूर्णतया अनुपस्थित है। रेगिस्तानी जिलों में केवल जालौर जिले में सुंडामाता वन क्षेत्र (जसवन्तपुरा 
रेंज) में ही वर्तमान में रीछ उपस्थित है (श्री भरत तैमनी, उप वन संरक्षक, निज पत्राचार)। सुंडामाला 
एक सघन वन क्षेत्र है जो सिरोही जिले की सीमा से सटा हुआ है। सुंडामाता के बाद पश्चिम में 
चलने पर वर्तमान में रीछ कहीं उपलब्ध नहीं हैं। अरावली के पश्चिम ढाल पर रणकपुर-सादडी 
तक रीछ उपस्थित है। राजसमन्द जिले की नाथद्वारा तहसील के हल्दीघाटी क्षेत्र में भी रीछ उपलब्ध 
है (श्री कृष्ण श्रीमाली, निजी पत्राचार)। 


एडम.! के अनुसार भालू सिरोही, जसवन्तपुरा, जालौर एवं सिवाना तक फैला हुआ था। 
सिवाना बाडमेर जिले का एक क्षेत्र है लेकिन एडम के बाद विगत 00 वर्षों के उपरान्त वर्तमान 


हा सतीश कुमार शर्मा 


भालू का वितरण क्षेत्र 
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. (जिले 5 भरतपुर, 25 दौसा, 35 जयपुर, 45 अजमेर, 5 पाली, 6 5 बाड़मेर 7 5 जालौर 
87 राजसमन्द, 95 भीलवाड़ा, 0 बूंदी, 5 टोंक, 2 5 धौलपुर, 3 5 सवाई माधोपुर एवं 
.. करौली, 4 5 कोटा, 5 5 बारा, 6 5 झालावाड़, 7 5 चित्तौड़गढ़, 8 - बांसवाड़ा, 
9 - डूंगरपुर, 20 5 उदयपुर, 2] 5 सिरोही) 
चित्र | : सन्‌ 900 में राजस्थान में भालू का वितरण क्षेत्र 


में स्थिति बदल चुकी है। अब सिवाना एवं जालौर में भालू नहीं है। केवल जसवतन्तपुरा क्षेत्र एवं 
सिरोही में ही, खासकर माउन्ट आबू क्षेत्र में भालू बचा है (चित्र 2)। क्‍ 


किसी समय पूरे दक्षिण अरावली संभाग में रीछों का बाहुल्‍्य था लेकिन अब डूंगरपुर एवं 


बाँसवाड़ा जिलों में यह प्रजाति लगभग समाप्त हो चुकी है। कुछ वर्ष पूर्व डूंगरपुर जिले की बीछीवाड़ा 
रेंज के सागवान बनों में एक रीछ के होने की जानकारी मिली थी (श्री फूलसिंह, क्षेत्रीय वन 
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भालू का वितरण क्षेत्र 





चित्र 2 : सन्‌ 2000 में राजस्थान में भालू का वितरण क्षेत्र 
अधिकारी, निजी पत्राचार)। बिछीवाडा रेंज, उदयपुर जिले की खैरवाडा रेंज से सटी हुई है। चूंकि 
उदयपुर जिले में फ़ुलवारी अभयारण्य एवं इसके 50 किलोमीटर दूर गुजरात राज्य में बनासकाँठा 
जिले का “बालाराम अम्बाजी भालू अभयारण्य'” भालू बाहुलय क्षेत्र हैं अतः इन क्षेत्रों से भालू. 
गरणवास क्षेत्र के वनों से होकर खैरवाड़ा वन क्षेत्र में होकर बिछीवाड़ा पहुँच सकते हैं। साथ ही 
राजस्थान राज्य की झाडोल तहसील की दक्षिण दिशा में सटे गुजरात के वणज क्षेत्र रेंज विजयनगर) 
के सागवान वनों में भी भालू हैं। इस क्षेत्र के भालू भी राजस्थान के गरणवास या गुजरात के 
श्यामलाजी वन क्षेत्रों से होकर डूंगरपुर जिले के वन क्षेत्रों तक जा सकते हैं। परन्तु धीरे-धीरे वनों 
की निरन्तरता कम होने से एवं मानवीय व्यवधान बढ़ने से “वन गमन पथों'" (06४ ०णा00४७) 
की उपलब्धता न केवल बाधित हो रही है अपितु समाप्त भी हो रही है, जिससे पश्चिम दिशा से 
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नहीं पहुँ हैं। हालांकि डूँगरपुर जिले में रेकार्ड होते 
भालू डूंगरपुर तक नहीं पहुँच पा रहे हैं। हालांकि इक्ता--डुक्का भालू डूँगरुर जि हे 
रहते हैं जो उनके सीमित आवागमन/उपस्थिति का संकेत है। बाँसवाड़ा जिले में भी वर्तमान में भालू 
की उपस्थिति दर्ज नहीं हो रही है। इन दोनों जिलों में पूर्व दिशा से भी भालू आवागमन संभव है 
परन्तु अब खंडित वन निरन्तरता से संभवतः आवागमन बाधित हुआ है। 


इस समय सर्वाधिक भालू माउण्ट आबू, कुंभलगढ़, फुलवारी, रणथम्भोर एवं केवादेवी संरक्षित 
क्षेत्रों में हैं। 

राजस्थान के कई गांव रीछों की उपस्थिति के कारण ही अपना नाम पा सके हैं। राजसमन्द 
जिले की कुम्भलगढ़ तहसील में रींछेड, उदयपुर जिले की गोगुन्दा तहसील का रींछवाडा एवं झाडोल 
तहसील का रिछादर लोकमत के अनुसार वहाँ कभी रींछों के बाहुल्य के कारण ही अपना रींछ 
आधारित नाम पा सके हैं!"। झालावाड़ जिले में रींछवा गांव, जो झालावाड़-भोपाल मार्ग पर 
स्थित है, रीछों की उपस्थिति के कारण ही सम्भवतः अपना यह नाम अर्जित कर सका है। चित्तौड़गढ़ 
जिले में भी रींछी गांव के आसपास रीछों की उपस्थिति दर्ज है। इस गांव का नामकरण भी इसी 
तरफ संकेत करता है। 


जिला गजेटियरों के अध्ययन से पता चलता है कभी भालू राजस्थान में उत्तर एवं पूर्व दिशा 
में काफी दूर तक फैला था। सहगल द्वारा लिखे भरतपुर के गजेटियर से पता चलता है कि भरतपुर 
क्षेत्र में भी कभी भालू था। भरतपुर जिले के वन विहार में भालू की उपस्थिति बताई गई है जो 
जिला विभाजन के बाद इस समय धौलपुर जिले में है। नारायण) ने अपने शोध प्रबंध में ''गजेटियर 
ऑफ ईस््टर्न राजपूताना स्टेट'” के लेखक मेजर एच. ई. ब्लुकमैन की टिप्पणी को उद्घाटित करते 
हुये बताया है कि ब्लुकमैन के अनुसार केवलादेव घना तक में भालू विद्यमान थे। उनका कहना है 
कि घना से दक्षिण-पश्चिम में 25 किमी. दूर "झील का वाडा”' में भालुओं का बाहुल्‍य था। उनका 
मत है कि संभवतः बाद में जल प्लावन से दलदली/नम आवास पनप जाने से भालू हेतु यह क्षेत्र 
अजुपयुक्त हो गया। यह गजेटियर वर्ष 902 में लिखा गया था यानी लगभग ]00 वर्ष पूर्व केवलादेव 
घना में भालू जाति विद्यमान थी। 


गुप्ता/। द्वारा जबलपुर जिले के गजेटियर में लिखा गया है कि भालू जयपुर जिले में पूर्व में 
उपस्थित था। अग्रवाल द्वारा सीकर जिले के गजेटियर में भालू होने की कोई सूचना दर्ज नहीं 
है। राम? द्वारा लिखे अलवर के गजेटियर में भी भालू संबंधी कोई सूचना उपलब्ध नहीं है। भले 
ही कभी जयपुर जिले में भालू रहा हो लेकिन आज जयपुर, दौसा, अलवर, भरतपुर जिले में भालू 
बिल्कुल नहीं है। परन्तु रियासत काल में जबं मानवीय आबादी कम थी, जयपुर के नाहरगढ़, 
जमवारामगढ़ तथा अलवर के सरिस्का क्षेत्र के वनों में निरन्‍्तरता थी। इन तीनों ही जगहों पर वनों 
की प्रकृति व आवासीय विशिष्टताएं भी काफी समान हैं। तीनों ही धोक वन (4#०82०४४:४ ४८७४०४४४०) 


हैं। अतः यदि जयपुर में भालू थे तो वे आसानी से सरिस्का पहुँच सकते थे अतः उनकी निरन्तरता 
जयपुर से आगे भी रही होगी। द 
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अजमेर जिले के उत्तरी भाग में भी वर्तमान में भालू कहीं नहीं हैं। इस जिले के दक्षिण भाग 
में रावली टाटगढ़ अभयारण्य में अभी भी भालू विद्यमान हैं। यह क्षेत्र कुम्मभलगढ़ अभयारण्य के 
काफी पास है तथा प्राचीन समय में कुम्भलगढ़ एवं रावली टाटगढ़ के वनों में भी निरन्तरता थी 
तथा दोनों क्षेत्रों में भालू आते जाते थे। परन्तु समय के साथ दोनों अभयारण्यों के बीच के वनों 
की भौतिक निरन्तरता समाप्त होती जा रही है। 


पूर्व में उदयपुर संभाग में भालू काफी फैला हुआ था लेकिन अब यह प्रजाति झाड़ोल व 
कोटड़ा दो तहसीलों में सीमित हो गई है। कभी-कभी गोगुन्दा एवं खैरवाड़ा तहसीलों के वे क्षेत्र 
जो झाडोल एवं कोटडा से जुड़े हुए हैं वहाँ भालू के मिलने की सूचनाएं मिलती हैं। इस समय 
उदयपुर जिले में सबसे ज्यादा भालू झाड़ोल एवं कोटडा तहसील में ही हैं। स्मरण रहे इन दोनों 
तहसीलों में ही फ़ुलवारी अभयारण्य स्थित है जो भालू की अच्छी शरणस्थली है। इन दोनों तहसीलों 
में अभयारण्य के बाहर अन्य क्षेत्रों जेसे-- सोम (द्वितीय), सामोली, तिनसारा, लादन, मेरपुर, 
रामकुण्डा, खोखरिया की नाल आदि वन खण्डों में भी भालू देखे जा सकते हैं। 


दक्षिण राजस्थान में फुलवारी अभयारण्य के डैया-अम्बासा क्षेत्र में गूलर (0प5 8॥00र८४४७) 
के वृक्षों पर भालूओं के चढ़ने से बने नाखूनों की खरोंचों के निशान भालुओं की उपस्थिति एवं 
गतिविधियों को दशने वाले अच्छे प्रमाण हैं। ये खरोंचों के निशान गूलर के वृक्षों पर जगह-जगह 
देखे जा सकते हैं। फुलवारी अभयारण्य में बिरोठी नाके के वन क्षेत्र में मई, 200। को एक विशाल 
अर्जुन (एत्ां्यांव ००7४४०) वृक्ष पर मधुमक्खी का शहद खाने के लिये चढ़ते भालू को बार-बार 
इसलिये फिसलना पड़ा कयोंकि वृक्ष की मोटाई अत्यधिक थी। उसके बार-बार फिसलने से सारे 
तने पर खरोंचों के निशान भर गये (चित्र 3)। लेकिन अंततः भालू चढ़ने में सफल रहा एवं उसने 
बड़ी मधुमक्खी (6४5 १०5४७) का शहद खा लिया। 


उदयपुर संभाग में जयसमंद अभयारण्य में भी भालू थे”), लेकिन अब इस अभयारण्य में 
भालू नहीं हैं। जयसमंद क्षेत्र में सटे सलुम्बर क्षेत्र में भी वर्तमान में भालू ज्ञात नहीं है। जयसमन्द 
एवं सज्जनगढ़, उदयपुर ये दो ऐसे अभयारण्य हैं जिनमें शुष्क नाले हैं जिनमें केवल वर्षा में तेज 
वर्षा होने पर ही बहाव की स्थिति रहती है। इन शुष्क नालों में गूलर वृक्ष बहुत ही कम हैं जबकि 
गूलर भालू का प्रिय भोजन है। फुलवारी अभयारण्य में भी भालू का गूलर ही प्रिय भोजन है, 
जहाँ नम, बारहमासी या अर्द्ध बारहमासी नालों में गूलर वृक्ष काफी हैं जो भालू को पर्याप्त भोजन 
प्रदान करते हैं। क्‍ 


आबू पर्वत पर गूलर के अलावा लेण्टाना ([क्रांद्कव ८दाकवव) के फल भी भालू का प्रिय 
भोजन हैं। इस अभयारण्य में लैन्टाना बहुत अधिक फैल चुका है। भालू लैन्टाना के फलों को खाता 
है तथा अपने मल द्वारा बीजों को दूर-दूर तक फैलाता है। आबू पर्वत में भालू बेर के फलों पर 
भी बहुत निर्भर करता है। तलहटी क्षेत्र में बेरों के बागों में फल खाने हेतु भालू ऊपर से उतर कर 
नीचे पहुँच जाते हैं तथा फल खाते हैं। इस तरह बेर के मौसम में आबू पर्वत अभयारण्य में भालुओं 
में गमन कर (५८४०० एांड्राआणा) नीचे चले आने की प्रवृत्ति है। 
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चित्र 3 : अर्जुन के वृक्ष पर रीछ के चढ़ने के निशान। 


कृतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक वन विभाग, राजस्थान के सभी अधिकारयों-कर्मचारियों का आभारी है जिनके सहयोग 
से भालू संबंधी अध्ययन संभव हुआ। 
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संकर गायों के अयनों के पूर्व उपचार द्वारा कच्चे 
दूध की जीवाण्वीय गुणवत्ता पर प्रभाव 


जगदीश प्रसाद तथा उमेश कुमार शुक्ल 
पशुपालन एवं पशु चिकित्सा विज्ञान विभाग, 
इलाहाबाद एग्रीकल्चरल इन्स्टीट्यूट (डीम्ड विश्वविद्यालय) इलाहाबाद 


[प्राप्त -सितम्बर 4, 200]] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में संकर गायों के अयन को दुहाई के पूर्व उपचारित करके 
ताजे कच्चे दूध में जीवाणुओं के गुणों एवं घनत्व में होने वाले परिवर्तनों का 
अध्ययन किया गया है। 
&905४0793८ 


छ84८०-)०ण०शांट्वो वृण्भाए एा 74 ९०साजीर 35 गरीपशाए०त0 0५ 
एाशाओतदाए (०श्वगरशाड$ 0 प्रतेतश- कबशा, 09 7922299॥ 09840 का है 4 -.)४| 
(पा आंत, 0०एक्ागगाला। 0 श्यांतवों निपक्रातात भाएं पेक्ेशा।ध 


550706०, &098080. 8९7॥0परप८ गाता (06०766 परंए्शआ५9), 
3 ]44090. 


॥ 06 छ6507 अप्र0५, ्ा। धाशाए व38 06९॥ 7806 (0 0667776 
७३3०८6ंब्र तलआाओंए 00 तृपभा५ ग0 क्‍6ज9॥ 79ण एां( 8 गप्शा०8त 09 ए6- 
ग्रीतता? एएाशा। ० परव!%- ए ल058 9660 ०0ए5. 


स्वच्छ दूध उत्पादन में मुख्यतया गाय के स्वास्थ्य एवं स्वच्छता दो कारक होते हैं। जीवाणु 
प्राय: अयन नलिका के बाहर की ओर से शुद्ध दूध को संक्रमित करते हैं, तत्पश्चात्‌ अयन कुंडिका 
में उनकी वृद्धि शुरू हो जाती है जीवाणुओं का घनत्व पहली दुहाई के समय ज्यादा तथा अन्तिम 
दुहाई के समय कम होता है। इसलिए दूध में जीवाणुओं की संख्या एवं प्रकार के अनुसार दूध की 
गुणवत्ता प्रभावित होती है। यह अध्ययन संकर गायों के अयन को ठुहाई के पूर्व उपचारित करके 
ताजे कच्चे दूध में जीवाणुओं के गुणों एवं घनत्व को ज्ञात करने के उद्देश्य से किया। 
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प्रयोगात्मक 
इलाहाबाद कृषि संस्थान के डेयरी फार्म की 20 संकर गायों को जिनमें ऋणात्मक कैलीफोर्नियन 

मैस्टिटाइटिस टेस्ट (2५7) प्राप्त हुआ, इस अध्ययन के लिए चुनी गईं। इनमें से 4-4 गायों के पांच 
समूह बनाकर उनके अयनों को पाँच प्रकार के उपचार दिये गये-- 

प, (नियन्त्रण) अयन को स्वच्छ जल से धोकर तौलिये से सुखाया गया 

, अयन को 8% नमकीन जल से धोया गया 

प्‌ अयन को (:000) ह४॥70, विलयन से धोया गया 

7५, अयन को 3% डेटाल से धोया गया 


7५ अयन को नीम की पत्तियों को जल में उबाल कर (200 ग्राम पत्तियों को 000 मिली. 
जल में उबाल कर छान लिया गया और ठंडा करके) तैयार किये गये निष्कर्ष से 
धोया गया। 


सबसे पहले गायों के अयन को मल कर दूध की दो धारें निकाल दी गई और हर गाय से 
00 मिली. दूध का नमूना निर्जर्मित 250 मिली. फ्लास्कों में एकत्र किया गया। इन नमूनों में स्टैंडर्ड 
प्लेट काउंट (5०८), लैक्टिक अम्ल जीवाणु संख्या, वसा अपघटक जीवाणु संख्या, प्रोटीन अपघटक 
जीवाणु संख्या तथा कोलीफार्म संख्या की गणना मानक विधियों से की गई। 

परिणाम तथा विवेचना 

विभिन्न प्राचलों के प्रीप्त मान सारणी । में दिये हुए हैं। 
5&?८ (03) 
क्‍ यह मान 6.2 से 8.83 के मध्य पाया गया, चाहे उपचार जैसा भी हो। फिर भी सर्वाधिक 

मान 4] (नियन्त्रण) में पाया गया, फिर क्रमशः 7, ॥.,, 7, तथा 7५ में। इससे स्पष्ट हो जाता है 

कि अयन की जीवाणुरोधी धुलाई से मान में कमी आई। सर्वाधिक कमी 7५ में पाई गई। इसका 
अर्थ यह हुआ कि ताजे दूध में जीवाणुओं की संख्या घटाने में नीम का निष्कर्ष सर्वाधिक प्रभावी 
रहा।.. 
लेक्टिक अम्ल जीवाणु 

ज्ञात परिणाम बतलाते हैं कि सभी उपचारों से नियन्त्रण के तुल्य ही संख्या पाई गई, अतः 
इन जीवाणुओं में उपचारों से कोई प्रभाव नहीं पड़ा। 
प्रोटीन अपघटक जीवाणु 


इनकी संख्या प्रति मिली.0.3 « 02 से 445 » 02 के बीच पाई गई। यद्यपि मानों में अन्तर 


कच्चे दूध की जीवाण्वीय गुणवत्ता पर प्रभाव 63 
दिखता है किन्तु यह अन्तर सार्थक नहीं है अतः सभी उपचारों का कोई प्रभाव नहीं दिखा। 
सारणी | 


दुहाई के पूर्व उपचार द्वारा जीवाणुओं को प्रभावित करने के लिए विभिन्न प्राचलों के मध्यमान 


॥ | ०9 झा 
लैक्टिक अम्ल जीवाणु (८ 07/ग]) 5.8 08 0 35 
| प्रोटेन अपघटक जीवाणु (« 02॥त) [2.0 हज 
वसा अपघटक जीवाणु ( : 02/ण) फेज 
कोलीफार्म (५ 0|/णञा) क्‍ 
5०८ में प्रततत कमी. | - फिज 


वसा अपघटक जीवाणु 


इनकी संख्या .6 से 44.9 («८ 07)/मिली, पाई गई। इनके माध्यमान ।7 से 8.4 के बीच रहे 
किन्तु ये मान सार्थक नहीं हैं अतः उपचारों का कोई प्रभाव नहीं पड़ा। 


कोलीफार्म संख्या 


इनकी संख्या 0 से 2.7 (५ 0/मिली.) के बीच पाई गई। सर्वाधिक माध्यमान नियन्त्रण में 
(0.6) देखा गया। अन्य सारे उपचारों से कोलीफार्म संख्या में हास हुआ जिसका अर्थ हुआ कि 
दुहाई के पूर्व नियन्त्रण की तुलना में सारे उपचार प्रभावी होते हैं। 


इस अध्ययन से यह परिणाम निकला कि दूध के पूर्व अयन धोने के लिए सर्वाधिक लाभप्रद 


उपचार नीम की पत्ती का निष्कर्ष है। उसके बाद डेटाल, फिर पोटेशियम परमैंगनेट तथा अन्त में 
नमकीन जल। 
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[प्राप्त -- अगस्त 30, 200] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में विभिन्न प्रवेश्यता वाली दो समान्तर सरंश्र डिस्कों में से 
होकर गैर-न्यूटनीय तरल के स्तरीय स्रोत प्रवाह हेतु ताप वितरण तथा उष्मा 
अन्तरण का अध्ययन किया गया है। प्रवाह प्राचलों की आंकिक गणना' की गई 
है ओर आरेखों के द्वारा दो डिस्कों पर ताप तथा नूसेल्ट संख्या को इंजेक्शन 
तथा चूषण के विभिन्न वेगों पर प्रदर्शित किया गया है। 


0४८ 


छुस्यां पाक्रा्ईशः णि' श्रागंतन' 50008 गी0ज 0 8 ॥णा-रि९जांणांता 
गिपांत प्रा०ण्शा एथाथोश ए07005 कांड ए भॉशिशा ए्लाआर€्व)।।।ए, 29. 
0, (फर्गावान, 0क्र॒थागला। ए ४४ाशा०ाए5, एराएशशए ए रिकु4॥04, 
भं०पा (रि्र)) भात तल, 5,648, 0&9थागाला। 0/४0॥2705, ७.0... (958 
(0०6९०, 57४9ा९०74९०7 (रिवुं4शा था), 


पल छाकाशा एी थाएशबाण 6 तंग्रागपाणा थातं ॥64 गशाईश ति' 
[गायातवा 50फ706709 ०"।णा-९एाणांधा 7फएं0॥70प९7छ0 9०6 90005 
तांड(5 णी भॉशलिया। एथाग०कत।ए ॥38 06० ९४ 82०१., प6 7000] ए 
8णा-प९०एागांगा पिएं0 $5 ध्वाटगा 35 फ्रेंब्वाश?'$ 8.7 ५5005 ती$आं0४07 075 
॥3०९ 9560॥ गराठप्रव660 गा पा6 थालए५ व्वप्रथ्ाणा भाव 6 गर४९०ा०ण।) क्ा0/0 
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हटाणा ए९०तलांग्रंट5 ॥& 6 0 तांडऑ॑(8 धा6 455प्रा86 00 06 शाह, 76 
980प्रा0॥०8४ 8 ७७६ ४ ०णार्खश्ा। शाएशबाप्रा55, [6 40ए एशक्मा।८ंध5$ ९ 
<80०॥४८०० प्रणाला<क्षीए 097 79०प्रण् 5७765 6एभाडंणा, ॥6 एथ्यांथांणा 0० 
शाएशरापरा8 था िपड55९॥ परणाएश' ४ ॥6 ज० तांडद ॥45 0० तक्रांटएलत 
शाबञा०्ीए ति एद्चां०पड पर्थशप०३ 0 06 गंध्लांणा भा उप्रत्ांणा ९००९5. 


प्रस्तावना 


पृथ्वी के मैंटल (१७॥॥०) में उष्मा अन्तरण से अनेक भूगर्भीय तथा भूभौतिक पक्षों की विवेचना 
की जा सकती है।/! एल्कूह ने दो समान्तर सरंष्र डिस्कों से होकर प्रवाह पर विचार किया है। 
इन डिस्कों की सीमाओं पर लघु चूषण तथा इंजेक्शन हुआ था। बाद में उन्होंने दो समान्तर 
स्थिर सरंध्र डिस्कों के मध्य स्त्रोत प्रवाह पर विचार किया और या तो समान चूषण तथा/अथवा 
इंजेक्शन के प्रभाव का अध्ययन किया। चौधरी तथा गौड़ राजवंशी/” एवं चौधरी ने न्यूटनीय 
तरल के लिए ही अपने अपने अध्ययन सम्पन्न किये हैं। क्राउथर इत्यादि ने?” गैर-न्यूटनीय तरलों 
पर किये गये शोध कार्य का विस्तृत वर्णन किया है। सचेती तथा भट्ट", मिश्रा/!, राजवंशी 
तथा चौधरी» !3, कालसी तथा चौधरी ने विभिन्न प्रकार के मान न्यूटनीय तरलों पर सरंध्र 
डिस्कों में से होकर स्त्रोत प्रवाह पर विचार किया है। शेनाय तथा मशेलकर/* ने नलिकाओं , 
सिलिंडरों, शंकुओं तथा प्लेटों में गैर-न्यूटनीय तरलों में उष्मा अन्तरण पर हुए शोध कार्य की 
समीक्षा प्रस्तुत की है। 


प्रस्तुत शोध कार्य में हमने वाल्टर के 8 ' द्रव[!१ के स्त्रोत प्रवाह पर विचार किया है जिसमें 
दो समान्तर सरंध्र डिस्कों के साथ इंजेक्शन तथा/अथवा चूषण की विभिन्न दरें प्रयुक्त की गई हैं। 
यह मान लिया गया है कि केन्द्र पर रेखा स्रोत उपस्थित है। प्रवाह चरों को व्यक्त करने के लिए 
नियमित विक्षोभ का प्रयोग हुआ है। द 


डिस्कों को स्थिर ताप पर रखा गया। इन दोनों डिस्कों पर स्रोत तथा इंजेक्शन/चूषण का 
सा ताप तथा नुसेल्ट संख्या पर परिगणित किया गया और गेर-न्यूटनीय आरेखों के द्वारा दिखाया 
गया है। 


गति के समीकरण 


हम दो अनन्त समान्तर सरंध्र डिस्कों के बीच तरल पर विचार करेंगे और सिलिंडराकार ध्रुवीय 
निर्देशांकों ७, 0, ») की कल्पना करेंगे। दो डिस्कों के पृष्ठों को क्रमशः >-+-८ तथा 25+ ८, 
परिभाषित किया गया है। माना कि उद्गम (स्रोत) की आयतनिक प्रवाह पर 2 है। #| तथा 7, 
क्रमशः ऊपरी तथा निचली डिस्कों पर स्थिर इंजेक्शन का संमात्रा हैं। सीमान्त प्रतिबन्ध इस प्रकार 


24 ( /', ऊ+ध ) घट ( 


गैर-न्यूटनीय तरल के स्तरीय स्रोत प्रवाह के लिए उष्मा अन्तरण [67 
%४&(#», + 4) ल्‍ +- क्र 


४(7, “> 4) 5 79: () 


तथा 


-+-८ 


| 24 #४ धंट - ग््ड । #0+ ४ न्‍ः0 (2) 


नर 


जहाँ ४ तथा # क्रमश: > तथा 2 दिज्ञाओं में वेग हैं। 
ध्रुवीय निर्देशांक तंत्र में ऊर्जा समीकरण का अक्षि-संमितीय रूप होगा 


2 
07' 07' (867 [87 67%] 
( 3०2 5 लक पक न ' 3 
2९, । अल कर पा | | पक का गपक कि ; + 0 (3) 


जहाँ 7'तरल का ताप है, ० घनत्व है, ८, स्थिर दाब पर विशिष्ट उष्मा है और £उष्मा चालकता का गुणांक 
हे । श्यान 5४79काणा फलन को 


02 )* प्ध 2 89 )< | 
>5 > ब+०++- हम 3:37: हज 
"हो नही नही व 
द्वारा व्यक्त किया जाता है जहाँ ५ एयानता गुणांक है। 
सीमान्त प्रतिबन्ध इस प्रकार हैं-- 


8४ 0७ )* 
कि) ५ 


॥ 


2 +7+धथ4, ' 


जहाँ 7' तथा अर क कतिपय स्थिर ताप हैं। 
कित अ-विमीय मात्राओं को प्रचारित करने पर 


तथा 





7 आओ. (6) 
अल ले 9 
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समीकरण (6) का उपयोग करने पर () का रूप होगा-- 


87 | 07 __ हा कक | 





92 ४8 8 रा 


007 5 00 7 
हि) * है) *ह) ३6: 


(३ 


[4 


8७ 27 
07 | | (29) 


जहाँ अ-विमीय मात्राओं से बार (-) हटा लिए गये हैं। /# 5 +र प्रैंडल संख्या है, तथा 
| न्‍ 


के कि वलल निलन क लक सम 
2 2 7! प्‌! 


एकर्ट संख्या है। है “ 
(), (2), (5) तथा (6) समीकरणों से सीमान्त प्रतिबन्ध निम्न रूप में प्राप्त होते हैं- 
४(/, 5 ]) 57" 0 
४(४%, + 4) 5 “- ४ 


४(7४, - [)5+ ५, 





तथा 
हा ] 27२ 
| व - ठ । णक॑०ण नल मय के 
न 
तथा 
2 5 + |, /5८5 0 
है कक] 


जहाँ », (ऊपरी डिस्क की भित्ति रेनोल्ड्स संख्या) 
482। 
५४2 (निचली डिस्क की भित्ति रेनोल्ड्स संख्या) 
#्थ 


अनननन 








९ 


(8) 


(9) 


गैर-न्यूटनीय तरल के स्तरीय स्रोत प्रवाह के लिए उष्मा अन्तरण 
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२९ (स्त्रोत प्रवाह रेनोल्ड्स संख्या) 
0 
। 447 ६८४० 
जहाँ पर इंजेक्शन के लिए ५, तथा ५, को धन तथा चूषण के लिए ऋण मान लिया गया है। 
हल की विधि 
एल्कू)) का अनुसरण करने पर & तथा ७ के रूप होंगे- 
|१९ * 6 ,., 
2८ +- ठ ४7 _ हम के [2 हक पा 8 जम | 
 क 
२6 
४ + -] [2 हा इह ह र्नः ह (0) 
! 


जहाँ प्राइम से « के प्रति अवकल गुणांक सूचित होता है तथा /, ८) विमाहीन फलन हैं जिन्हें संबेग 
समीकरणों से ज्ञात किया जाना है। 


समीकरण (7) में (0) का प्रतिस्थापन करने पर 


2 8 
अर मम ] 07 २७ 27 
| ठ श्र > हक है॥ 07 हि है ] हा ; 9+ न | ब्ड 5 [/ 2 रत ञ आल ह 2 


2 // 
200 8८ 687 24 2० 20620 रहे | आओ 2 
लि हर 52 आहट कर “रब कर हट ४ 


+ १९ /” 22 3 गा आ ) + हा [+/7 व कक 0 


2 
“2 िल 
हा हट “0४ | | 





(]) 
जहाँ पर (-:) तक के पदों को दक्षिण पक्ष में जैसे का तैसा रहने दिया गया । समीकरण () से यह सुझाव 
मिलता है कि रूप 7'को 

7७, 2 5“ 7, ७0 + 7७) + 5 7, ७) + ज?,७+... (2) 
/ / 
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होना चाहिए। गा 

(॥)) में (2) को प्रतिस्थापित करके तथा दोनों पक्षों में » के समान घातों के गुणांकों को 
सन्तुलित करते हैं। इससे सामान्य अवकल समीकरणों का सेट प्राप्त होता है। प्रथम चार अवकल 
समीकरण निम्नवत्‌ हैं-- 


7! 
7! कि 5 282 2 /0 आन 
422 ४ 0 / ! ॒ / 
2०7, /0 -/१7 5 ऊंट + का + 3877]+ ० 5// | /”धध (04) 


7! ते | 2 | हक है 7 +/ 2 7 7 
“42० ._.]7 <रिठ / 2 “० /_ 7 _. + 2रेह // 2, 


४ हक, 2 २ 2 !! । 
कर + # रेट 7 + &रिह (7, (5) 





2 व 7 कमरे / है कर आय 


47 8 
3 रे. ६ 


पक, 500, 
हु + “हु 7 48788 / - ॥2 276 /_। /”| 








+ 28 ए८ /"( /”] + ध्ट8० /”_, / (6) 
परिवर्धित सीमान्त प्रतिबन्ध हैं-- 


7, (-]) 5 0: # 5-4, - 2, 0, 2 


4, (+) 5 0: 7 >> ० 4, - 2, 2 


40 (+) # | ह (]7) 


माना कि 


7! लय 7! 7! प्‌ दि 27 2 7! हू 7! 
है 07 कि, | 2क,2 7 शक, क ८7, 22 + 2० ४ ४, 2 (8) 


गैर-न्यूटनीय तरल के स्तरीय स्रोत प्रवाह के लिए उष्पा अन्तरण ]7] 
जहाँ 
थ रू 2, 0, - 2, - 4 


2 2 
/_] 5 श 0,.] / ?2/_] 2 7 ?_ ),]] / 27] ४०/। [2 / 2/_] 22 


2 2 
४0 7०४0,0 7 ०४५0] / ४2/0,2 7 //७व॥ + 20 ४2४0 2 7 ४2०0 22 


_ 2 है 2 
गच ,0 ४ शर्यव्‌ + ०2०१ 2 + शर्जुव + 2०५ ४2०7 ]2 7 ४2४] 22 (9) 


(3) से (6) तक के समीकरणों में ( 8) तथा (9) का प्रयोग करने पर हमें 7, , न 
एवं 7', के लिए अवकल समीकरणों के चार सेट प्राप्त होते हैं। लेकिन लम्बे होने के कारण उन्हें 
यहाँ नहीं दिया जा रहा। 


25% । पर सीमान्त प्रतिबन्ध निम्न रूप धारण करते हैं- 


£ के ४2 0372 | 5 7; ,2 + ४2 ]] 5 72 72 5 72 22 


| 
न 


0,] 7 70 2 पा 40, मिल 40 [2 ग् 40 , 22 


द् 4_2, 8 4_2 , 22 सा 72, [] 


|| 
> 
८ 
॥ 
+-] 
। 
> 
कस 
॥ 
। मजे 
> 
हे 


अल 4_4,22 5 0 (20) 


|| 
है 
प्> 
॥ 
+-] 
|| 
म 
। आओ 
| 
। जे 
के 
> 


तथा 25+] पर /00 न] 
27-]; 40,0 न्‍्न) 


काल्सी तथा चौधरी ने! / , ( तथा ॥ घटकों के मान ज्ञात किये हैं अतः ताप 7 को निम्न 
प्रकार से प्राप्त किया जाता है-... 


7 > पा | श्र | “2 + डरे | न नर । ]+- ट्ा | ॥ 27०] ४, + ५ | | न॑- तर (2 + ]) 


] 2 3 5 - 
न॑- /)॥ । कक । “-20+92+ 202 -- ]02 +2 | । ४] + ४० | 


72 आर० सी० चौधरी तथा एच० एस० कालसी 
] 2 2 3 2200 4 
| | 2240 + 63 5 - 2600 ४ - 40 2 + 42002 


+ पृद्ग5800 


+ 7022 - 8402 - 802 + 5 हे | 
है 9 
कक [७3 2 02 के गोशिट उतत 82 कट त 


$ 3 हे 9240 + 632 + 2600 2 - 40 2 - 4200४ 
+ 7022 + 8402 - 802 + 5 ] | 


हु कह | भ | 2» - [42 - 4052 + 202 + 35 2 - 62 - 27 ध् 


480 


+ 3 | 3 5 0 कज ८ 5 82 | [2५ ५) + ४ )| 


2 
$ | 402 - 352 - 52 | + 29४) । 092 - 352 + 282 -5४' | | | 


2 || 2 3 4 
नी |। पतठ6 0920 - 322092 + 22680 2 + 22260 2 - 37800 2 


+ ]24742 + 4200 27 - 27002 + 75 ] हि हे ०] हे | 


७०5 | (५२ 


रथ 2 3 4 
+हाएव्ह | है -2 थि +० |+ छक्क [/[ 2०7 + 2 2 - !20 ४ - 666 2 
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008 2 + 504 2 - 45 ी + 89, ४) | 28 - 742 + 56४ - 52 


+ ४; | 207 - [22 + 20 2 - 666 ४ - 008 2 + 504 ४ - 45 ०] | 


/2/& 2 3 5 6 7 8 
+ कक [8 ४-० + स्‍222 - 70४ - 422 + 842 - 02 - 52 त 


+3 । _ 52] + 224 2+420 2 - 70 ४ - 2242 +96 2 - 252 त । 29 ४० + ४) त 


नः ति |! 5 अडिमम 2४ | के 29४2 +/ ् ४) | 
-2 2 ] 3 हा 
+ ४ | हट (२० छ | !20 [ « हर धै + ४] [-83 - 682 + 2802 


4 ४ 


+४) 97 - 68 2-280 2. + 44 2 -58 2-84 2 + 68 2 +82 -27४' ) 


42 द 2 3 4 5 7 
+ 566 ( 35 - 242 - 702 + 702 + 352 - 562 + 02 ] हि न | 


+ ना । ]-2+2 2) -- 3 ्ा >- डे + 2. डे | [ श[+ 9५2 ] | 


-- थी. 2 ] 3 5 7 09 
+ 7 | हित 5 572 + 3002 - 498 2 + 602 -- 52 | 
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की 
550 





के गज ञे दि> के अब 0 को ० अं के ४ । 


3 अल ४० क्र कि का गत 2 लो जे 





3 २२० 4 6. 8१ 6७8 “न. 
+ जल | (9 जो अदा 5 । + है न पक छह )। [७० 


जो »| तथा », में द्वितीय कोटि तक सही है ।[5, 6, 8] के परिणाम (2.) की विशिष्ट दशाओं के रूप में हैं। 
उष्मा अंतरण को नुसेल्ट संख्या के रूप में व्यक्त किया जाता है जिसे विमीय मात्राओं के 
रूप में 


(४४) < _ 2462४ _ (22) 


ष्ट (7; से | 


7 
8# + “उठ “55 ठ [ए॥ # 4) 4/ 
्ट - ४] मु 


के द्वारा दिया जाता है जहाँ 


तथा 


>> .- ४27 
ड़ 
इसमें ०* तथा 4 अपने व्यंजकों से स्वतः स्पष्ट हैं, 70 किसी भी एक डिस्क के केन्द्र से दिये 
हुए बिचु तक की दूरी है। द 


(6) की तरह अविमीय मात्राओं का प्रयोग करते हुए तथा ऊपर की रेखाओं को हटाते हुए, 
£* का मान ४5- तथा ४5+ के लिए प्राप्त करते हुए (2) के प्रयोग से निचली डिस्क (१४७, _]] 
तथा ऊपरी डिस्क [(४७,।] की नुसेल्ट संख्याओं को निम्नांकित द्वारा प्रदर्शित करते हैं। 





4 | ३] ) 
(४ ४) ._ व्यू ध्रिचाप+त+>--- 24, ' 20 अक लकी 6 4॥ 5 2 
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7 386:  3]3 
(» - ) । + 8 न | [- 56 32 व्रा56 &॥| + ५] 





#_ //... 2 2 2 
+ यह है| 0] ४ - 8५ ५) - !09 ४) का ४ ४ +8५ ०) | 





+56 [5 [56 ४+ 26 9] ५) + 63 ही जता +]4 9 ५+ 57» ))| 


(2. - !) 2 4 
+ किन [हट (- कक हि + थी 


थक 
है 


3 3 5 3 75 


3 2 2 
हि (५ - 7)) ।| 477 286 ( /7 रि९ हर ८ की 249 रि०6 (! .॥ ९ 
3४ डर हे 


तथा 





3 «3 
4 7000४ “9 काम /. 2 2 
(४४) ,__। त 5ठ्एउठ की | ध् “69.9५. ८“ 39 )। 
25+] जीत है ).“) ट |] क्‍ 2) 2 
3 ३3 २६ 42 
+ 700५ ८ /| ध (हि रे थ कर “37 7 उल्लऊ हे + ५2 


रह 2) 
+ 5 » + ४2 


न | + 30 9५) + 5 ०] -द [ 52 श + 269 ५ + 63 *)| 
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] 2 2 2 
+ 66 जन 09 ४ - 8५ ४५ + 0 ४] के ४५2 ४ + 89५ ०) || 
- रे म्क (हडापड ॥ +- कण -- ») || 
) ४) 70 


3 2 
न | हडए् | कर पर हु आओ + हो (24) 


के 3 ]75 5 
जहाँ 
% ८ “० 
70 
सांख्यिक विवेचना 


चित्र । में ताप के विचलन को 2 के विरुद्ध दिखाया गया है। &, & #% # तथा २७ के मानों 
को 0., 0.0, ,00 एवं 000 लिया गया है और »| तथा », के विभिन्न मानों के लिए स्थिर 
रखा गया है। डिस्कों पर इंजेक्शन की विभिन्न दरों के लिए ताप प्रोफाइलों (५ 50.2, ५, 5 0.4; 
शर्‌ 5 0.4, ७० 5 0.2); चूषण (| 5-0.4, ७) 5 - 0.2); चूषण तथा इंजेक्शन (५ 5 - 0.2, », 5 0.4) 
को दिखाया गया है। निचली डिस्क के परिपाएर में शीतलन प्रभाव देखा जाता है किन्तु ज्यों ज्यों 
तरल कण मध्य तल से ऊपरी डिस्क की ओर गति करते हैं, ताप बढ़ता जाता है क्‍योंकि निचली 
पट्टी को १-0 पर रखा जाता है। स्रोत (उद्गम) की उपस्थिति जो इंजेक्शन या चूषण के प्रभाव 
पर हावी रहती है ताप प्रोफाइल को ऋणात्मक बनाती है। अतः स्रोत के कारण निचला क्षेत्र ऊपरी 
क्षेत्र की तुलना में अधिक शीतल बन जाता है। स्रोत से स्वतन्त्र प्रवाह में ताप प्रोफाइलें धनात्मक 
क्षेत्र में परावलयी पाई जाती हैं। मजेदार बात यह है कि ये प्रोफाइलें भिन्न इंजेक्शन के लिए तथा 
जब चूषण किसी एक या दोनों डिस्कों पर होता है तो वे संगमित होती हैं। 


चित्र 2 से 5 डिस्कों पर नुसेल्ट संख्या में होने वाले विचलन 9. (- >०के विरुद्ध दशति हैं। 
& £& 76 7 तथा ए८ के मान 0., 0.0।, ।, 0 तथा 000 लिये जाते हैं और ७, तथा », के विभिन्न 
मानों के लिए स्थिर रखे जाते हैं। 


चित्र 2 में निचली डिस्क के के लिए इंजेक्शन की विभिन्न दरों &| 5 0.2, ५/50.4; ४ 
0.4, ५ -0.2) के लिए नुसेल्ट संख्या, चूषण (७ 5-0.2, ५, 5-0.4 ; 9 5 - 0.4, ५. 5 - 0.2) 
दिखाये गये हैं। दोनों ही डिस्कों पर इंजेक्शन या चूषण से नुसेल्ट संख्या बढ़ती जाती है किन्तु ज्यों 
ज्यों केन्द्र से दूर जाया जाता है, यह वृद्धि काफी मन्द होती जाती है। फिर भी चूषण के मामले में 
इंजेक्शन की तुलना में इसकी मात्रा (9४४7४४१०) अधिक है। यदि डिस्कों पर इंजेक्शन या चूषण 
की दरों को उलट दिया जाय तो नुसेल्ट संख्या वैसी ही बनी रहती है। द 





(0.80 
५ ॥ (0.2 नि ४2 50.4 


ह ५] पः कि , है ४2:-0.2 पर 
0.50 । क्‍ 









हि ५३: , ४2- 0.4 





2 0.00 न ४) ०0.4 १५४2: 0.2 
| 
- 0.40 
-0.80 + 3... मकर 
न 
23 38 मन 


नि न्‍ धर ७ आ ] 
“80.00 “50.00  -00.00 __-80.00. -20.00 0 2000 
चित्र ।: इंजेक्शन/चूषण वेगों के विआंभिन्न मानों के लिए ताप वितरण 


चित्र 3 में निचली डिस्क पर इंजेक्शन चूषण की विभिन्न दरों (»[ 5-0.2, ५9 50.4 ; ५[ 5 - 
0.4, ५2 5 0.2) ; चूषण तथा इंजेक्शन (५, 50.4, ५», 5-0.4 ; ५ 5 0.2, »/-0.4) के लिए नुसेल्ट 
संख्या प्रदर्शित है। सभी दज्शाओं में निचली डिस्क पर नुसेल्ट संख्या का मान बढ़ता है किन्तु केन्द्र 
से आगे यह संख्या धीरे-धीरे बढ़ती है। 9, 5 0.2, ५; 5-0.4 ; ५ 5 - 0.4, ५) 50.2 मानों के लिए 
नुसेल्ट संख्या वही रह जाती है जो यह बताता है कि डिस्क पर भित्ति रेनाल्‍ड की संख्याओं को 
परस्पर बदलने पर नुसेल्ट संख्या में कोई परिवर्तन नहीं आता। किन्तु अन्य दशाओं में नुसेल्ट संख्या 
की मात्रा में अन्तर होता है। 


चित्र 4 तथा 5 में » के विरुद्ध ऊपरी डिस्क पर नुसेल्ट संख्या में विचरण को दर्शाया गया 
है। यह लगातार ऋणात्मक है और ज्यों ज्यों डिस्कों के केन्द्र से दूर जाया जाता है, उसमें लगातार 
वृद्धि देखी जाती है। 


चित्र 4 में इंजेक्शन या चूषण की विभिन्न दरों के लिए नुसेल्ट संख्या का आलेखन हुआ है। 
दोनों ही डिस्कों में इंजेक्शन तथा चूषण की दशा में नुसेल्ट संख्या में उल्लेखनीय वृद्धि होती है। 
किन्तु इंजेक्शन या चूषण की विभिन्न दरों पर अन्तर अत्यन्त लघु है। 
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द चित्र 5 में डिस्कों पर चूषण तथा इंजेक्शन की विभिन्न दरों के लिए नुसेल्ट संख्या दर्शाई गई 
है। यहाँ पर भी ५, तथा ४, के विभिन्न मानों के लिए » में वृद्धि के साथ नुसेल्ट संख्या में वृद्धि 
देखी जाती है। किन्तु जब डिस्कों पर भिन्न-भिन्न चूषण होता है तो नुसेल्ट संख्या का मान सर्वाधिक 
होता है। 
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त्वरित ऊर्ध्व सरंध्र प्लेट में अस्थायी धाप्र) मुक्त | 
संवहनी उष्मा तथा द्रव्यमान स्थानान्तरण प्रवाह 


..._ एस. एस. ताक तथा गोविन्द पाठक 
गणित तथा सांख्यिकी विभाग, जे. एन. वी. यूनिवर्सिटी, जोधपुर (राजस्थान) 


[प्राप्त -- जनवरी , 2002] 


सारांश 


एक अनन्त उष्मा ऊर्ध्व त्वरित प्लेट में जो समय के किसी घात के समानुपाती 
वेग से गतिमान है उसमें असमान चुम्बकीय क्षेत्र की उपस्थिति में तरल के अनन्त 
द्रव्यमान में अस्थायी मुक्त संवहन प्रवाह में द्रव्यमान, संवेग तथा उष्मा स्थानन्तरण 
का अध्ययन किया गया है। 


85 905220 
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एगाधोर, 000थापाला ् ७/वालशावाए५5 बात 99275705, 3. रे, ५. (प्रांप्श॥0५, 
3०वींएफए  (ए].). 
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०णाएंशाशा।क्षणए शाण णिएलाणाड$ 2076064०व॥6छ48 0 एणाफरौशाशशाधि 
छाणः पिालाणा, है ॥85 >6९67 008$4ए6व पी ॥6 ग09 9800765 पिए 
06९ए९०॥०7७० 8 गणा-तवांगाशाआओंणा4।ं 76 > 0.6. 


अर्ध-अनन्त समतापीय ऊर्ध्वाधर प्लेट में से होकर तरलों के स्थायी मुक्त संवहन प्रवाह का 
अध्ययन अनेक शोधकर्ताओं द्वारा हुआ है), सिंह इत्यादि[7, सिंह तथा कुमार[), ताक तथा 
महर्षि0, महर्षि तथा ताक ने एक अनन्त ऊध्वधिर सरंश्र प्लेट द्वारा बद्ध सरंध्र माध्यम से होकर 
मुक्त संवहन प्रवाह पर स्थिर चूषण पर प्रवेश्यता विचलन के प्रभावों का अध्ययन किया है। इसी 
तरह अन्य शोधकर्ताओं ने*7# मुक्त संवहन प्रवाह में द्रव्यमान, संवेग तथा उष्मा स्थानान्तरण का 
अध्ययन अनुप्रस्थ चुम्बकीय क्षेत्र में समान रूप से त्वरित अनन्त सरंश्र प्लेट पर किया है। 


प्रस्तुत प्रपत्र में एक अनन्त ऊर्ध्व त्वरित प्लेट में, जो अ-समान त्वरण के साथ से गतिशील 
है, तरल से स्थिरकृत अनुप्रस्थ चुम्बकीय क्षेत्र की उपस्थिति में मुक्त संवहन प्रवाह में अस्थायी 
द्रव्यमान संवेग तथा उष्मा स्थानान्तरण का अध्ययन किया गया है। 


गणितीय सूत्रण तथा विश्लेषण 


बाह्य स्पीसीज की उपस्थिति में अनन्त ऊर्ध्व सरंध्र अ-चालक त्वरित प्लेट में विश्राम की 
स्थिति में द्रव के अनन्त द्रव्यगान पर, एकसमान अभनुप्रस्थ चुम्बकीय क्षेत्र की उपस्थिति में एक 
असंपीड्य विद्युत चालक तरल के अस्थायी प्रवाह पर विचार करें। समय /' < 0 पर प्लेट तथा 
तरल पर ताप तथा बाह्य स्पीसीज सान्द्रण को क्रमशः 7" तथा ०८" मान लिया गया है। 
/” > 0 के लिए प्लेट पर प्लेट ताप तथा स्पीसीज सान्द्रण को अन्तःक्षेपण/ऊर्ध्वपातन द्वारा बढ़ा कर 
क्रमशः 7", तथा ०८', कर दिया गया है और यह कल्पना की गई है कि प्लेट सहसा ऊपरी दिशा 
में त्ववण 4०८-' के साथ त्वरित होती है जहाँ 4 विमीय अचर है तथा ० > । वास्तविक संख्या 


है। 


अजुप्रस्थ चुम्बकीय क्षेत्र को तरल के सापेक्ष स्थिर मान लिया गया है। अतः प्लेट के निकट 
तरल की ऊपर दिशा में गति प्लेट की गति तथा मुक्त संवहन दोनों के द्वारा होती है। »' अक्ष को 
प्लेट की ऊपरी दिशा में तथा »' अक्ष को इसके समकोण लिया गया है। लघु सान्द्रण स्तर पर 
ऊर्जा समीकरण में सोरेट-डुफूर प्रभावों को उपेक्षित कर दिया गया है। तरल की विद्युत चालकता 
इतनी अल्प मानी गई है कि प्रयुक्त चुम्बकीय क्षेत्र की तुलना में प्रेरित चुम्बकीय क्षेत्र की उपेक्षा 
की जा सकती है। तब बूसिनेस्क के सन्निकटनों के आधार पर घ॒र्षणात्मक उष्मा की अनुपस्थिति में 
प्रवाह को नियन्त्रित करने वाले समीकरण बंसल के 


0५ | , हा 
8 ने 0, +> ४ - की ) (]) 
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82. 9४ __ ०४ के मम कक 7६ 28, 
के न मय 0 - 7५] + ४8 । कक लगन मे 


09 
(2) 
877" 97%: -#& है! 
आम आा अप पक (3) 
हे है हि 0! 
बे के 7८' ब 
३ 99 ह 99 | 


जहाँ ४” तथा »' वेग के अनुदैर््य तथा सामान्य घटक हैं, » काइनैमैटिक शयानता है, 7' ताप 
है, ० सान्द्रण 2 द्रव्यमान विसरण का गुणांक, ४ गुरुत्व के कारण त्वरण, 8 तापीय प्रसार का 
गुणांक है, 8* स्पीसीज़ सान्द्रण प्रसार का गुणांक, # तापीय चालकता, ८, स्थिर दाब पर विशिष्ट 
उष्पा, 6 वैद्युत चालकता, # घनत्व तथा 9, एक समान व्यवह्त चुम्बकीय क्षेत्र शक्ति है। 


प्रारम्भिक तथा परिसीमा प्रतिबन्ध इस प्रकार हैं 


| ० / #.... हे / | गा हे 7! हक मत गा हे (रँ कल 
7 > 0:72 5 467/ , ४ कर ५५, ( ) 7 7, हे 7 की + 28 


20"-+ ८0, # कि आओ 88 जी 








४ ८0, 7/ 5८ 7" ८” 5 ०/ ज्योंज्यों #' -+ ० (5) 
जहाँ 
20+ 20+-2 
2 (/॥ 
/ ८ हे * 82< ह कं 
0. 0.-१ 
है 4 


४० अचर है जिसकी विमा चाल की है तथा ०» > । वास्तविक संख्या है। यहाँ पर ध्यान देने योग्य है कि 
० > | प्लेट के एक समान त्वरण के संगत है जिसका अध्ययन देव आदि कर चुके हैं 
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निम्नांकित अ-विभीय मात्राओं का प्रयोग करने पर 








९ 4 नल 7?! (7 2 की ७४237 हर 
8-- -_८* (८-०-----.2 , ७# 5 --“5ु- (यरासहाप संख्या) 

लक अर ० कक ०68 ५५, 

2 ४ (ः 
52.9 ४९30५ । हि 
# + ---५- (चुम्बकीय प्राचल) 6८ 5 ----- (परिष्कृत ग्रासहाफ संख्या) 
2 ५0 ५0) 
[८ प्रैंडल सं (क्षमटसंख्या 
// 5 --/ (प्रेंडल संख्या) &८ 5  (श्मिट्संख्या) 
| 


तथा निम्नांकित रूपान्तरों को व्यवहृत करने पर 


ओ 0  + कक 5 को ह6):... गैलेआ 
0 2४४ (6) 


(५ 7) 5 0909 ८(» 7) ८00७ ४,(१) ८ का 


कर लेकर (4) तक के समीकरण निम्नांकित सामान्य रैखिक अवकल समीकरणों में समानीत 
हो जाते हैं--- द 


## 067 + 200 + १) 0 कि ])9 5 0 (7) 
९८ 2४ +2(2+॥) 0 - 4(७- ।)2 5 0 ... (8) 
0 के 2 तक 0 (5076 4,0/7.989+4.00.( 5८ 0. (9) 
0, + 200 + ॥)/', -4(] + ०)/ | - 4. 5 0 क्‍ (0) 


| + 2(6 + "| -40+ ०0४ -4/,_] 50 72] (]) 
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प्रारम्भिक तथा परिसीमा प्रतिबन्धों सहित 


कल छक्के जे डक 0 हे है 8 0 की आय । 


(2) 
॥१-> ०: 8570, (7: ८ 0, है ल्‍ 0, 7>20 


जहाँ 2 < 0 अंतः क्षेपण प्राचल है। 


उपर्युक्त अवकल समीकरणों को समांग अंशों से पूरक त्रुटि फलनों के पुनरावृत समाकलों 
के रूप में हल किया जा सकता है।/% समीकरण (9) तथा (0) के असमान अंशों के लिए 
अनिर्धारित गुणांकों की विधि से विज्ेष समाकल प्राप्त किये गये हैं। (7) से (0) तक के समीकरणों 
के पूर्ण हलों को जो परिसीमा प्रतिबन्धों (2) को तुष्ट करते हैं निम्नलिखित रूप में दर्शाया जा 
सकता है। 
20 + 2 प्ः 
न कि ? 0 ८+॥ (3) 


कह र्थ्प, (४7४ . ८) 


(0६ 


20 - 2 द्ट 

। 5. 

ल्‍- 20.० 2 मम ? (4) 
[7 7 ७४४. (४३४० . ८) 


20 पहाः 
4.0#.7 . 
60) + 47 «०६ (६) - मिड 2 मम 5. 

( था, (४४ . ८) 


]) 7 20 


4.6/.77* «7 (5८.७8 
काम कान “का का जता कक हि (!5) 
(5८ - ) 7 ९7, (४5८ . ८) 


20. + 2 


ध ७5287“ ०/ ६) - 4४77 ००४ ६) 


20.+2 20 +2 


४7(४ . ६) 6 . (#. ४ ४7. (४४० . 8) 


हे (/? - * | कक ९ (४४% ., ८) (5८ - ! 9७ ८, (४5८ . ८) 


[6 . (४ 7 


(6) 


जहाँ कि फलन 7 «7: (5) पूरक न्रुटिफलन का पुनरावृत समाकल है जो निम्नवत्‌ परिभाषित 
किया जाता है- 
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7 ७/(6)5-> | धन आओ पक (7) 
भा ६ * 
* ७० ( 
न्‍्फरा नि निशलिनम ३४3० ? मलिक (8) 





4 + पा + मा ल्‍_ बा) 
कक ९, (4) (7#-]7) 2९ था (०) . [0८2 था (फ . ०) 





हि ब्टि 

270 ला ९7, (४४८ . 4) (9) 

(७८ ० 7) # ७/: (७) . 77“ «४८ (४5८ . ०) 
. 200. + 2 नम 
_ 4] 5 ९१. (८) रे 6.05 ष ८77, (४४१ . ८) 
|. बह 2 ५८ (७) (+-7 /"*७/ (रः.०)./"+? «/ (०) 

, 20. + 2 ््ि 

86 ह6& कं ९77६ (४४८ . ८) (20) 


6८ - 0) 747: ७/ध (रू८.०./१*? ०८ ७०) 


यह देखा जा सकता है कि हल (5) तथा (6) बैध है यदि #/ #] तथा &८ # ।. 
#7# 5 । तथा 7# ८ | होने पर परिसीमन मानों को लेने पर-- 


। ४20: 20-22 
0 (5) स्य ( | +- (7) कनन (7८) है वन न ((7 न (7८2) लक (2 ) 
(* ००६७) 8००५ ५ (० 
5 -20.:+ 2 2८ द 
री (6) - ६ ् न ध्् र्िः | हि निज + (0८ + 02 - ! ) | ६८६ (6) 
ह ८४/८ (4) रा शा (८) 


हु | कक 60 । 77“ ०. (8) न 
2 72५ -2 शा (०) द 
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यह देखा जा सकता है कि प्रथम कोटि के सम्निकटन तक वैश्लेषिक हल प्राप्त किये गये हैं। 
यद्यपि इसी प्रकार के उच्चतर कोटि के पद प्राप्त किये जा सकते हैं किन्तु तब विश्लेषण अत्यधिक 
जटिल हो जाता है। चूँकि ## तथा प्राचल के यादृवच्छिक मानों के लिए «४ (४४ . ०) जैसे फलन 
सरलता से प्राप्त नहीं हैं अतः (7) से लेकर (2) तक के अवकल समीकरणों, परिसीमा प्रतिबन्धों 
(2) के साथ द्वितीय कोटि तक के समीकरणों को भी कम्प्यूटर पर सांख्यिक रीति से हल किया 
गया है। (7) से () तक के समीकरणों के सांख्यिक हल के लिए जेन तथा मेनन” द्वारा रेखिक 
परिसीमा मान प्रशनों के लिए सुझाई विधि से अज्ञात प्रारम्भिक मानों को परिकल्पित किया गया 
है। इसके लिए 0.0। चरण आकार वाली रुंगे-कुट्टा-गिल स्कीम का इस्तेमाल हुआ है। 


इस तरह प्राप्त सांख्यिक परिणामों की तुलना सारणी दी गई कुछ दरशाओं के लिए (3) 
से (6) तक के हलों से की गई है। इस तरह देखा जा सकता है कि सांख्यिकीय हल द्वारा प्राप्त 
परिणाम वैश्लेषिक विधि से प्राप्त परिणामों से अच्छी तरह मेल खाते हैं। 


उपरिस्तर घर्षण तथा पृष्ठ उष्मा स्थानान्तरण 


यहाँ पर उपरिस्तर घर्षण गुणांक ८» तथा स्थानीय नुसेल्ट संख्या 'रष् को निम्नवत्‌ परिभाषित 
किया गया है- 


"ड ,.. 
आम (5) । 0 
है 44 नल 





हा. 0४(/2 हा) - 4 ९, 89० 

द (23) 
जिल्हें प्रस्तुत दशा में निम्नांकित रूपों में परिभाषित किया जा सकता है- 

2, «७० .,./*,( 

गा द्ड हे (7४7) स्ि 
तथा ः 

8 मी किक द 

बा जी कप क (24) 


2 
जहाँ ८५ चुम्बकीय क्षेत्र (50) की अचुपस्थिति में उपरिस्तर घर्षण गुणांक है तथा 7. अनन्त 
प्लेट की लम्बाई है। / 5 0, । तथा 2 के लिए /,(0), 0' (0) तथा ०" (0) फलनों के सांख्यिक 
मान // ८ 0.72; % 5 0.5 द्वारा प्राप्त किये गये हैं, ८ ८ 0, -0.5 तथा (# < 2.0, 4.0 


सारणी 2 तथा 3 में प्लेट की स्थायी तथा गेर-स्थायी त्वरणों की दशाओं के लिए क्रमशः 
दिये गये हैं। 
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हक कक 7 97८५6 0- 97८५6 


9%9/५60- | #%(६60- मं 0% | 0॥ | 
हक कक कई जा आपके हब 


://72/0 0/6 /2/8 (77 ४०8 ५०/2०२/2 //(62 (0029 %/७2//2 0/2/ (९ ०5 ०/७2 0६0 5 2० ८८0 5 4० 
[ ४००४ 










[0/29/ ८7 [/29८ ८" 07५67 ८ 





च्त् 
(5 
५) 
5) 
प्् 
| 
च्ण्ुः 
75 
पे 
(५ 
जा 
|] 
(् 
्च 
पट 
"| 


श्र 
<् 
दिया | 
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सारणी 2 । 
भित्ति अपछपक ग्रतिबल फलनें /", (0) प्ृद्ठ उष्पा स्थानान्तरण फलन 0! (0) तथा साद्रण 
0! (0) के 7 5 072, ४८ 5 030 एवं ७- ३7.0 (पेट पर एक्समान त्वरण) पर सांख्यिक मान 


हे 
| 0. | 7.47549 | -2.7627। | 0.52558 

हक 
-0.44279 | 7.4454 | -2.564 


सारणी 3 
अपरूपक ग्रविबल फलनों /', (0), पृष्ठ उष्पा स्थानान्‍तरण फलन 6 (0) 
तथा याद्रण फलन 0' (0) के 7 5 0.72, ४८ 5 0.30 एवं ७ 5 2.0 
प्लेट पर अ-सयान त्वरण पर सांख्यिक यान 


रा 
गाज्ला[ल्टाफबढाहुूबटूएफर 
० डक पक | उाछह | पल | एफ | 
डिक -.9493 | -.23609 0.799 | 
[७ डक | पक | कक | हक | 0 | 


| 
। 
०००७१५०८०७०००:.०००५०४: 








| 


॥ 
॥ 
। 





























































। 
|] 
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परिणाम तथा विवेचना 


उपरिस्तर घर्षण के अनुपात ८/८, को / के विपक्ष उल्लेखित किया गया है जो प्लेट के एक 
समान तथा असमान त्वरण की दज्ाओं पर है अर्थात्‌ क्रमशः « 5 .0 तथा ७ 5 2.0) तथा ८ 
-0.5 (अंतःक्षेपण) (चित्र 2)। यह देखा जाता है कि अप्रवेश्य प्लेट ८/८, अनुपात सभी दक्ञाओं 
में # की वृद्धि होने पर घटता जाता है। अन्य प्राचलों तथा समय के स्थिर मानों के लिए यह अनुपात 
८/८५ #या 6« में वृद्धि होने पर बढ़ता जाता है। 

चित्र | तथा 2 में « 5 .0 तथा ०७ 5 2.0 दशाओं की तुलना करने पर स्पष्ट हो जाता है 
कि 6० 5 3.0 तथा & 5 2.0, 4.0 दशाओं में ८/८५ अनुपात ७ में वृद्धि के साथ घटता है और 
6० + 5.0, 6 5 4.0 होने पर ८/८५ अजुपात » में वृद्धि के साथ बढ़ता जाता है। 








“जय-+ 7» (5 4.0,(70 5 5.0 


#- (5[ 5 4,0,(52 5 3.0 


| 
(5। ८ 2.0,(70 5८ 3.0 


३००५५ 
०००९० न 





चित्र :050.5, 775 0.72, 5050.30 तथा ३5० पर समय ४ के साथ 
उपरिस्तर घर्षण गुणांक ९,//८, का विचरण 

चित्र 3 में तथा 4 में वेग फलन ४ को समय /5 0.5 पर ॥ के विरुद्ध आलेखित किया गया 
जो #- 0.5, /0.72, 5050.3 तथा ०5० (अप्रवेश्य प्लेट (चित्र 3) तथा 5-0.5 (अतः-क्षेपण) 
(चित्र 4) के लिए है। इन चित्रों से देखा जा सकता है कि अंतःक्षेपण के फलस्वरूप अधिकतम 
वेग बढ़ता है। यही नहीं, वेग परिसीमा स्तर मोटाई घटती है जब प्लेट असमान त्वरण 
(० 5 2.0) से गति करती है अपेक्षा समान त्वरण (७ + .0) पर। प्राचल &» तथा 6० के प्रभाव 
से वेग बढ़ता है जब उनमें से कोई भी एक बढ़ता है। 
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] 


_छार4.0,6055.0 | 
#> ७054.0, 5053.0 | 
७5 2.0, 505 3.0 






2 


चित्र 2: 005 0.5, 975 0.72, 3050.30 तथा ३८-0.5 पर समय ४ के साथ 
उपरिस्तर घर्षण गुणांक 0८//८, का विचरण 








(.2 जी (७4.0 , 5०5 5.0 

4.0 त्ज्ट् 075 2.0 , 805 5.0 
का 

0.8 हक, ज््ट्ट 9... ७54.0 , 505 3.0 


0.6 है 
। 075 2.0 , 505 3.0 


0.4 


0.2 


0.0 0.5 - 4.0 ह 4.5 2.0 हु 2.5 0 3.5 4.0 
72 >> 
चित्र 3:95 0.5, ए 0.72, 5050.30 तथा 850 पर समय 50.5 
पर ॥ के विरुद्ध आवेग वितरण 


(9.2 
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लक 
(5/52.0, 5८5८ 5.0 


(54.0, 5० 3.0 


(5375 2.0, 505 3.0 


3.0 3.5 


चित्र 4:00 + 0.5, #50.72, 505 0.30 तथा ४5-0.5 पर समय 45 9.5 
पर १ के विरुद्ध आवेग वितरण 








हे लक ४ 


0.4 


0.2 


0.0 
0.0 


3.0 3.5 





चित्र 5:95 0.5, 775 0.72, 5050.30 पर ॥] के विरुद्ध ताप वितरण 








4.0 
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0,0 
0.] 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 07 


चित्र 7: ॥ ८ 0.5, 0॥5 0.72, 525८ 0.30 तथा ४5८०७०0.5 पर समय | के साथ 
प्राचल १२५/२८ का विचरण 
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चित्र 5 में ताप फलन 9 को ॥ के विरुद्ध आलेखित किया गया है जब #% 5 0.5 तथा 
7» + 0.72। यह देखा जाता है कि ० में वृद्धि होने पर ताप घटता है। यह भी देखा जा सकता है 
कि तापीय परिसीमा स्तर मोटाई घटती है जब प्लेट असमान त्वरण (७ < 2.0) से गति करती है 
किन्तु समान त्वरण (० ८ [.0) पर नहीं। 


चित्र 6 में सान्द्रण फलन ०0 को # 50.5 तथा ## - 0.72 के लिए ॥ के विरुद्ध आलेखित 
किया गया है। इस तरह सान्द्रण में ७ की वृद्धि के साथ कमी आती है। यह भी देखा जा सकता 
है कि सान्द्रण परिसीमा स्तर मोटाई जब अ-स्थायी त्वरण (« 5 2.0) से प्लेट गति करती है तो 
स्थायी त्वरण (& - .0) की तुलना में घट जाती है। 


चित्र 6 बतलाता है कि फलन 2/४४/ #४ समय के साथ घटता है और प्लेट को स्थायी तथा 
अ-स्थायी त्वरण दोनों दशाओं में / > 0.6 के लिए उपगामी हो जाता है। यही नहीं, यह फलन 
अंतःक्षेपण करने पर घटता है। अतः यह निष्कर्ष निकाला जा सकता है कि मुक्त संवहन प्रवाह के 
समय ४ > 0.6 पर पूरी तरह विकसित हो जाता है। 
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लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ अनुसन्धान पत्रिका में वे ही अनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो अन्यत्र न | 
तो छपे हैं और न आगे छापे जायँ। प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की आशा की जाती है 
कि इसमें प्रकाशित लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वैज्ञानिक अनुसन्धान पत्रिका 
को होना चाहिये | 

लेख नागरी लिपि और हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक ओर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे अथवा | 
टाइप किये आने चाहिये तथा पंक्तियों के बीच में पार्श्व संशोधन के लिये उचित रिक्त स्थान 
होना चाहिए 
अंग्रेजी में भेजे गये लेखों के अनुवाद का भी कायलिय में प्रबन्ध है। इस अनुवाद के लिये , 
पाँच रुपये प्रति मुद्रितः-पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा। 
लेखों में साधारणतया यूरोपीय अक्षरों के साथ रोमन अंकों का व्यवहार भी किया जा सकेगा, | 
जैसे (7७८४५ अथवा ०१|९४ इत्यादि। रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन अंकों का भी प्रयोग | 
हो सकता है। क्‍ 
ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी आदेश दे 
देना अनुचित न होगा | 
प्रयेक लेख के साथ हिन्दी में और अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश (इप्रागरकश्ष») भी आना | 
चाहिए । अंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिये कि विदेशी संक्षिप्तियों | 
(»0५78०) में इनसे सहायता ली जा सके | क्‍ 
प्रकाशनार्थ चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिये। इस पर 
अंक और अक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिये। जितने आकार का चित्र छापना है, उसके | 
दुगने आकार के चित्र तैयार होकर आने चाहिये। चित्रों को कायलिय में भी आर्टिस्ट से तैयार 
कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा। चौथाई मूल्य पर चित्रों | 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे। 
लेखों में निर्देश (२०2८०॥८७) लेख के अन्त में दिये जायेंगे। पहले व्यक्तियों के नाम, जर्नल | 
का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (५७०७एणा०)और अन्त में पृष्ठ संख्या। निम्न प्रकार से | 


फॉवेल, आर० आर० तथा म्युलर, जे०, जाइट फिजिक० केमि०, 928, 50, 80 
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